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 1-  ٣

 اگر b ،a و c سه جملهء متوالی یک دنبالهء هندسی باشند، داریم:
 ac b= 2 �

a در نظر می‌گیریم.  d+ 2 a و d+ ،a سه جملهء اول دنبالهء حسابی را  
درس‌نامه  به  توجه  با  پس  هستند،  هم  هندسی  دنبالهء  متوالی  جملهء  سه  جمله،  سه  این 
 a a ad a ad d´ + = + Þ + = + +(a d) (a d)2 2 22 2 2 2 می‌توانیم بنویسیم:�

 Þ = Þ =d d2
0 0 �

d است، پس قدرنسبت جملات دنبالهء حسابی صفر است و همهء جملات آن با  =0
a :جملات دنبالهء حسابیهم برابر می‌شوند: a d a d a a ad, , , , , ,+ + ¾ ®¾¾=

2
0

  �
 به گفتهء سؤال، جملات دنبالهء حسابی )همین جملات بالا که همگی برابر a هستند(، 
r می‌شود،  جملات دنبالهء هندسی هم هستند که واضح است قدرنسبت دنبالهء هندسی1=

r است. d+ = + =1 0 پس1

 تنها دنباله‌ای که هم حسابی است و هم هندسی، دنبالهء ثابت است که در آن 
قدرنسبت جملات دنبالهء حسابی صفر و قدرنسبت جملات دنبالهء هندسی 1 است:

a :دنباله‌ای که هم حسابی و هم هندسی است a a, , ,  �
r می‌شود. d+ =1 r است که d و1= =0 با توجه به نکتهء بالا،

 2-  ١
١ اگر مطابق شکل زیر، دو نقطه با عرض یکسان روی یک سهمی داشته   

 ( )xS سهمی رأس  طول  باشیم، 
نقطه  دو  آ‌ن  طول  میانگین  برابر 

می‌شود؛ یعنی:
 

)S باشد، معادلهء سهمی به صورت زیر می‌شود: , )a b ٢ اگر مختصات رأس یک سهمی
 y a x= - +( )a b2 �
٣ برای این‌که ببینیم یک سهمی، محور yها را با چه عرضی قطع می‌کند، کافی است به 

جای xهای سهمی قرار دهیم صفر و مقدار y را محاسبه کنیم.

عرض  دارند؛  قرار  سهمی  روی   B( , )-5 b و  A( , )1 b نقطهء دو  سؤال  گفتهء  به   
این سهمی می‌شود نقطه یکسان است، پس طبق مورد )1( درس‌نامه، طول رأس  این دو 

. xS = - + = -5 1

2
2

 S( , )- -2
1

2
1- است، پس مختصات رأس سهمی

2
 عرض رأس این سهمی برابر

می‌شود. حالا طبق مورد )2( درس‌نامه، معادلهء سهمی به صورت زیر می‌شود:

 y a= + -(x )2 1

2

2 �

3 قطع می‌کند، پس اگر در معادلهء سهمی 
2

 سهمی محور yها را در نقطه‌ای به عرض

3 می‌شود )طبق مورد )3( درس‌نامه(:
2

به جای x قرار دهیم صفر، y برابر

 y a ax

y
= + - ¾ ®¾¾ = ´ -=

=
(x )2 1

2

3

2
4

1

2

2 0

3

2

Þ = Þ =2 4
1

2
a a �

x x x
S =

+
1 2

2

 y = + -1

2
2

1

2

2(x ) بنابراین معادلهء سهمی به صورت مقابل است:�

b را به دست آوریم، کافی است در معادلهء سهمی به جای   حالا برای این‌که مقدار
) می‌گذرد.( , )-5 b ) و , )1 b : )چون سهمی از دو نقطهء -5 x قرار دهیم 1 یا

 y yx= + - ¾ ®¾¾ = ´ - ==1

2
2

1

2

1

2
9

1

2
4

2 1(x ) �

 3-  ۴
A باشد، در این صورت یا حداقل یکی از A و  B B A´ = ´ ١ اگر  

B تهی است یا A و B برابرند:
 A B B A B A B´ = ´ Þ = Æ = Æ =(A )IÄ IÄ �

٢ دو مجموعه وقتی برابرند که تک‌تک اعضایشان مساوی هم باشند.

A است، پس طبق مورد )1( درس‌نامه یا باید حداقل  B B A´ = ´  به گفتهء سؤال

 B z t A x y= ={ , , , } { , , }1 4
2 3

5» A باشد. واضح است که B= یکی از A و B تهی باشند یا

 { , , } { , , , }x y z t
2 3

5 1 4= )*( A است:� B= هیچ‌کدام نمی‌توانند تهی باشند، بنابراین

 حالا خوب به تساوی مجموعه‌ای )*( نگاه کنید. در مجموعهء سمت چپ، اعداد 1 

y باید 4 باشد و دیگری 1. در مجموعهء سمت راست دو 
3 x و

2 و 4 را کم داریم، پس یکی از
مشکل داریم؛ یکی کمبود عدد 5 و دیگری داشتن یک عضو اضافی، برای برطرف‌کردن این 
 t ،باشد z = 5 دو مشکل یکی از z و t را 5 و دیگری را تکراری انتخاب می‌کنیم )مثلاً اگر

می‌تواند 1 یا 4 یا 5 باشد(.
، 4 باشد و دیگری 1، دو حالت داریم: y

3 x و
2  اگر قرار باشد یکی از
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 هر دو حالت را جداگانه بررسی می‌کنیم:
این‌که برای  پس  می‌شود،   x y+ حالت14= این  در   : (x , ) ( , )y == 2 12  
یا  ( , )4 5 یا  ( , )5 4 حالتِ در سه  که  باشد   z t+ > 6 باید x شود  y z t+ + + >

14

20


) این اتفاق می‌افتد؛ بنابراین تا این‌جا 3 جواب برای مسئله پیدا کردیم.  , ) ( , )z t = 5 5
این‌که برای  پس  می‌شود،   x y+ حالت11= این  در   : (x , ) ( , )y == 8 3  
z باشد؛ این اتفاق فقط در حالتی می‌افتد که t+ > 9 x بشود، باید y z t+ + + >

11

20


,z) باشد؛ پس در این حالت هم یک جواب برای مسئله پیدا شد. بنابراین در  ) ( , )t = 5 5
3 جواب دارد. 1 4+ = کل مسئله

 4-  ١
دنبال  به  این‌کار  برای  بنویسیم.  ساده‌تر  را  گزینه‌ها  می‌کنیم  سعی  اول   
گزاره‌هایی می‌گردیم که ارزششان کاملاً معلوم است. بعد از این کار، سیاست حذف گزینه را 
پیش می‌گیریم؛ یعنی می‌بینیم کدام گزینه ارزشش طبق میل سطرهای جدول نیست. این 

سیاست را تا جایی ادامه می‌دهیم که سه گزینه حذف شود.
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١ جدول ارزش انواع ترکیب گزاره‌ها را برای دو گزارهء p و q در جدول   
زیر ببینید:

 p qÞÞ p qÙÙ p qÚÚqp
ددددد
دندنن
نددند
نننند

 p qÞÞ p qÙÙ p qÚÚ

این گزاره فقط 
وقتی نادرست 

است که گزارهء اول 
)p( درست ولی 
 )q( گزارهء دوم
نادرست باشد.

این گزاره فقط 
وقتی درست 

است که هر دو 
گزاره درست 

باشند.

این گزاره فقط 
وقتی نادرست 
می‌شود که 
هر دو گزاره 
نادرست باشند.

٢ به کمک جدول بالا می‌توانیم دو هم‌ارزی زیر را بنویسیم:
p pÞ º  j   ,  j 

xj¼i

Ù º  �

 طبق استراتژی، اول گزینه‌ها را ساده می‌کنیم. طبق مورد )2( درس‌نامه می‌توانیم 
را می‌توانیم  این گزینه‌ها  p همیشه درست است، پس  pÞ ٢ گزارهء ١ و  بگوییم در 

ساده‌تر بنویسیم:
: ١  ساده‌سازی 

 (r ( q)) ((p ) (q r))

(q r)

Þ Ú Þ Þ Ù Ù

Ù

p p
j

� ∼
� ���� ����

∼

º Þ Ú Þ Ù(r ( q)) (q r)p 

�
 

: ٢  ساده‌سازی 
 ( r (p q)) ((p p) ( r)) ( r (p q)) (

( r)

∼ ∼ � ∼
� ��� ���

∼ ∼ ∼

∼

Þ Ú Þ Þ Ù Ù º Þ Ú Þ Ù

Ù

j

q q

q

rr) �

 q و   p وقتی  به حذف گزینه‌ها می‌کنیم. سطر دوم جدول می‌گوید،   حالا شروع 
چنین  گزینه‌ها  کدام  در  ببینیم  شود.  درست  باید   X ارزش  باشد،  نادرست   r ولی  درست 

اتفاقی نمی‌افتد:
١  (r ( q)) (q r )

¯ ¯ ¯ ¯ ¯
Þ Ú Þ Ù

·
j j j

·

p  º Þ Þ Ù º Þ º( ) ( )· j j j j j j

j
j




 �

٢  ( r ( q )) 

¯ ¯ ¯
Þ Ú

·
j j

p Þ Ù º Þ Þ Ù º Þ º
¯ ¯

( r) ( ) ( )q

j
·

j j · · j · ·   �

٢ را حذف می‌کنیم. همین‌جا 
٣  (r ( q)) [(( r) ( r)) q]

¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯
Þ Ú Þ Þ Þ Ù Ù

·
j j j

·
j

·
j

p p p � 

 º Þ( )· j

j



Þ Þ Ù º Þ º[( ) ]· · j j j j

j

���  �

 (( q) r) [(q ( r)) (( r) q)]p p p
¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯

Ù Þ Þ Þ Ú Þ Ù Þ

j j
·

j j
·

j
·

j

 � 
 �

º Þ( )j ·

·



Þ Þ Þ Þ º Þ Þ º[( ) ( )] [ ]j j · j · j · j

j
j ·

� � �∼  �

سطر  این  می‌شود.  حذف  کنیم،   کنترل  را  جدول  سوم  سطر  اگر  ادامه  در   
می‌گوید اگر گزاره‌های p و r درست و q نادرست باشد، X هم باید نادرست باشد که چنین 

اتفاقی برای  نمی‌افتد.
  (( ) r) [( ( r)) (( r) )]p q q p p q

¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯
Ù Þ Þ Þ Ú Þ Ù Þ

j ·
j

· j
j

j
j

·

 �

 º Þ Þ Þ Þ Þ( ) [( ) ( )]· j · j j ·

j j ·

� � �∼ º Þ Þj j j

j

[ ]


º Þ ºj j j  �

٣ حذف می‌شود. این   به همین ترتیب اگر سطر ششم جدول را هم کنترل کنیم، 
سطر می‌گوید اگر q درست ولی p و r نادرست باشند؛ X باید درست شود:

٣  (r ( q)) [(( r) ( r)) q]
¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯

Þ Ú Þ Þ Þ Ù Ù
·

· j ·
·

·
·

j

p p p �

 º Þ Þ Þ Ù º Þ º( ) [( ) ]· j j · j j · ·

j ·

 

 �

همان‌طور که می‌بینید، اتفاقی که در سطر ششم می‌خواستیم نیفتاد و این گزینه هم حذف 
١ جواب است. می‌شود؛ پس تنها گزینهء باقی‌مانده، یعنی 

 سر جلسهء کنکور برای بار اول باید از این سؤال رد شوید، چون هم بسیار 
وقت‌گیر و هم احتمال اشتباه کردنتان زیاد است.

 5-  ٢

3 را بر 3 تقسیم کنید، بعد عبارت 12 0
2x x a- - =  اول طرفین معادلهء

جواب  تا  بنویسید   ( ) ( )a b a a2 2 2
4 7+ + - = صورت به  را   2 4 7

2 2a b a+ - =
حاصل شود.

با   Ax Bx C2
0+ + = درجه‌دوم معادلهء  ریشه‌های   b و  a اگر  ١  

D باشند، در این صورت جمع )S( و ضرب ریشه‌ها )P( از رابطه‌های زیر محاسبه  >0 شرط
S می‌شوند: B

A= + = -a b     ,    P C
A= =ab �

 a b2 2 2 2+ = -S P a را هم می‌توانیم بر حسب S و P بنویسیم:� b2 2+ همین‌طور
Ax دو حالت خاص  Bx C2

0+ + = ٢ برای به دست آوردن ریشه‌های معادلهء درجه‌دوم
داریم:

x است. C
A= x و ریشهء دیگر =1 A باشد، یکی از ریشه‌ها B C+ + =0  اگر

x است. C
A= - x و ریشهء دیگر = -1 A باشد، یکی از ریشه‌ها C B+ =  اگر

3 را به صورت زیر می‌نویسیم: 12 0
2x x a- - =  اول معادلهء

 3 12 0 1 4
3

0
2 3 2x x a x x a

A B C

- - = ¾ ®¾ - - =¸
 



)*( �

طبق مورد )1( درس‌نامه، مجموع و حاصل‌ضرب ریشه‌های معادلهء بالا، برابر است با:

 S B
A P C

A
a= - = - - = = = -4

1
4

3
, �

 )*( معادلهء  در  را  آن‌ها  داریم  حق  پس  هستند،   )*( معادلهء  ریشه‌های   b و  a
a را جای‌گذاری می‌کنیم: جای‌گذاری کنیم؛ ما این‌جا

 x x a ax2 2
4

3
0 4

3
0- - = ¾ ®¾¾ - - ==a a a Þ - =a a2

4
3

a �

2 می‌رویم: 4 7
2 2a b a+ - =  حالا به سراغ معادلهء

 2 4 7 4 7
2 2 2 2

2

2

2

a b a a b a a+ - = Þ + + - =

-

( ) ( )

S P
��� �

 با جای‌گذاری نتایج به‌دست‌آمده از گام‌های )1( و )2( در معادلهء بالا داریم:
 16 2

3 3
7 16

2

3 3
7

3

3

- - + = Þ + + =( )a a a a

a
���

Þ + = Þ = -16 7 9a a �

: -9  در )*( به جای a قرار می‌دهیم
 
x x x x

x
x

2 2
4

9

3
0 4 3 0

1

3
- - - = Þ - + = ¾ ®¾¾¾¾¾

=
=

ì
í
î

oÿÅ  KÄHoò  Ì¼µ\¶
�

- است. = -9

3
3 بنابراین نسبت مقدار a به ریشهء بزرگ‌تر معادله،

معادلهء یعنی  اول  معادلهء  ساده‌شدهء   x x2
4 3 0- + = معادلهء که  باشد  حواستان  )فقط 

3 هست.( 12 0
2x x a- - =
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 6-    ۳
x کمک بگیرید. x t2 2- =  باید از تغییر متغیر

١ روش روسی برای حل معادلهء درجه‌دوم: برای به دست آوردن ریشه‌های   
به  تجزیه  با  )و  نیست  برابر 1   x2 ax که ضریب bx c2

0+ + = معادلهء درجه‌دومی مثل
راحتی حل نمی‌شود.( می‌توانیم از این تکنیک استفاده کنیم که ابتدا a را در c ضرب کنیم 

x2 برابر 1 شود، یعنی: تا ضریب

 a x bx c x bx ac2 2
0 0+ + = Þ + + =

Joò

�
x را با تجزیه به دست آوریم و هر دو ریشهء به ‌دست  bx ac2

0+ + = حالا باید ریشه‌های معادلهء
ax به دست آیند. bx c2

0+ + = ‌آمده را تقسیم بر a کنیم تا ریشه‌های معادلهء اصلی، یعنی
D داریم: >0 Ax با شرط Bx C2

0+ + = ٢ در معادلهء درجه‌دوم

S :جمع ریشه‌ها B
A= - P :ضرب ریشه‌ها                     C

A= �

x) و بعد مخرج‌مشترک می‌گیریم: )- 2 2 ) می‌نویسیم )2 2- x  اول به جای

 1 1

2

40

9

2

2

40

92 2

2

4 4

2

2 2

2

x
x

x

x x

+
-

= Þ - +
-

=

- +

(x )
(x )
(x )

���

�

 Þ - +
-

= Þ - +
-

=2 4 4

2

40

9

2 2 4

2

40

9

2

2

2

2 2

x x x x
(x(x ))

( )
(x x)

�

x کمک می‌گیریم: x t2 2- =  از تغییر متغیر

 2 4 40

9

2 20

9
20 9 18

2

2

2

2t
t

t
t

t t+ = ¾ ®¾ + = Þ = +¸ Þ - - =20 9 18 0
2t t �

 برای حل معادلهء بالا، از روش روسی کمک می‌گیریم:

 20 9 18 0 9 360 0 24 15 0
24

15

2 2t t t t
t
t

- - = Þ - - = Þ - + = Þ
=
= -

ì
í
î

Joò

(t )(t ) �

، برابر هستند با: 20 9 18 0
2t t- - = بنابراین ریشه‌های معادلهء
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: x x2 2-  به جای t قرار می‌دهیم
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�

2 می‌شود. 2 4+ = بنابراین جمع ریشه‌های معادله،

 7-  ١
x را  y+ = -4 3 x و y- =3 4 ) از دو خط , )-6 3  اول فاصلهء نقطهء
فاصلهء  اندازهء  نصف  جواب،  بگویید،  می‌توانید  درس‌نامه   )3( مورد  طبق  بعد  کنید،  محاسبه 

بزرگ‌تر می‌شود.

اگر تنها  و  اگر  می‌گذرد،   A x y( , )0 0 نقطهء از   ax by c+ = ١ خط  
ax شود. by c0 0+ =

 AH
a b

=
+ +

+

|ax by c|
0 0

2 2

ax برابر است با:� by c+ + =0 A از خط x y( , )0 0 ٢ فاصلهء نقطهء

مرکز  همان  قطر،  وسط  متوازی‌الاضلاع،  هر  در   ٣
متوازی‌الاضلاع است که فاصلهء آن تا هر ضلع، برابر نصف 
اندازهء ارتفاع وارد بر آن ضلع است؛ برای درک بهتر این 

موضوع شکل مقابل را ببینید:

 
x
y

a
b

  KÄoò  â¾¹Äo¤

KÄoò   
= -

ax برابر است با:� by c+ =  شیب خط

خط شیب  و   1
3

برابر  ) x y- - =3 4 همان0 )یا   x y- =3 خط4 شیب   
( برابر x y+ + =4 3 x )یا همان0 y+ = -4 3

- است. شیب این دو خط با هم برابر نیست؛ پس  1

4
این دو، معادلهء خط دو ضلع مجاور متوازی‌الاضلاع 

هستند؛ بنابراین شکل مسئله به صورت مقابل است:
) روی هیچ‌کدام از دو خط , )-6 3  نقطهء

x قرار ندارد، چون: y+ + =4 3 0 x و y- - =3 4 0

 x y- - = ¾ ®¾¾ - - - = - ¹-
3 4 0 6 9 4 19 0

6 3( , ) �

 x y+ + = ¾ ®¾¾ - + + = ¹-
4 3 0 6 12 3 9 0

6 3( , ) �
، مختصات رأس C )که روی هیچ‌کدام از این دو خط نیست.( می‌شود.  ( , )-6 3 بنابراین نقطهء
)C را از دو ضلع AB و AD به دست می‌آوریم تا اندازهء دو  , )-6 3  فاصلهء نقطهء

ارتفاع متوازی‌الاضلاع حاصل شود:

| ax by c |
| ( ) |

( , )
0 0

2 2

1 3 4 0

6 3

1

6 3 3 4

1 9

19

10+ +

+

¾ ®¾¾¾¾ - - ´ -
+

=- - =
-

a b

x y

xx y+ + =
-¾ ®¾¾¾¾ - + ´ +

+
=4 3 0

6 3

6 4 3 3

1 16

9

17
( , )

| ( ) |

�
19 است، پس بیشترین فاصلهء وسط قطر از اضلاع 

10
واضح است که طول ارتفاع بزرگ‌تر،

19 می‌شود.

2 10
متوازی‌الاضلاع برابر نصف طول این ارتفاع، یعنی

 8-  ٢
x می‌شود؛  = 2 4/ ، 5 10 12y x- = y در خط = 7 2/  با جای‌گذاری
در  و   2 4/ برابر  ، 5 10 12y x- = با خط  f -1 برخورد نقطهء  طول  بگوییم  می‌توانیم  پس 
f می‌شود.  - =1

2 4 7 2( / ) / ) است؛ این یعنی / , / )2 4 7 2 نتیجه مختصات نقطهء تقاطع

f به دست می‌آید. m( )4 ، مقدار m و بعد از آن f ( / ) /7 2 2 4= حالا با حل معادلهء

f می‌شود. ( )b a= f باشد، - =1( )a b  اگر

 ابتدا برای درک بهتر یک شکل فرضی رسم می‌کنیم.
روی  تقاطع  نقطهء  است؛   y = 7 2/ تقاطع، نقطهء  عرض 
جای‌گذاری با  پس  دارد،  قرار   5 10 12y x- = خط
y در این خط، طول نقطهء تقاطع به دست می‌آید: = 7 2/

 5 10 12 5 7 2 10 12
7 2

36

y x xy- = ¾ ®¾¾ ´ - == / /��� Þ = Þ =10 24 2 4x x / �

) است. / , / )2 4 7 2 بنابراین مختصات نقطهء تقاطع

f می‌شود. حالا طبق  - =1
2 4 7 2( / ) / ) می‌گذرد، پس / , / )2 4 7 2 f از نقطهء -1

f می‌شود: ( / ) /7 2 2 4= f است، نتیجه می‌گیریم که - =1
2 4 7 2( / ) / درس‌نامه، از این‌که

 f x x mx f m( ) ( / ) / / /= - Þ = - =1 7 2 7 2 7 2 1 2 4 �

 
2

3 1 1 0 8

7 2 7 2 1 2 4 2 4 3 7 2 1 2 4
 ·H¼U¾ ®¾¾ ´ - = ´ Þ - =/ ( / ) / / ( / m ) /

/
m �

 Þ - =7 2 1 0 8/ /m Þ = Þ = =7 2 1 8
1 8

7 2

1

4
/ / /

/m m �

f است. x x x( ) = -1

4
1 بنابراین ضابطهء f به صورت

f را محاسبه می‌کنیم: m( )4  در آخر مقدار

 
f( ) ( ) ( )4 4

1

4

16 16
1

4
16 1 4 3

4

3

m f f= = = ´ - =�
��� �� �

 رسم یک شکل فرضی برای حل سؤالات، عموماً به ما کمک می‌کند تا درک 
بهتری از سؤال داشته باشیم و بتوانیم آن را ساده‌تر حل کنیم.
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 9-    ۳

 1
8

؛ پس در هر هفته عنصر 1
8

12 درصد، یعنی 5/  اول توجه کنید که

7 جرمش می‌ماند. پس برای محاسبهء خواستهء سؤال اول باید 
8

جرمش را از دست می‌دهد و

) را حل کنید. بعد جواب به‌دست‌آمده را در 7 ضرب کنید تا خواستهء سؤال  )7
8

1

7

n = معادلهء
به دست آید.

١ برای از بین بردن توان در معادلات نمایی، می‌توانیم از طرفین در   
مبنای دلخواه، مثلاً x، لگاریتم بگیریم که در این صورت، توان تبدیل به ضریب می‌شود:

 a b a bm n
x
m

x
n= Þ =log log Þ =m a n bx xlog log �

٢ بعضی از قوانین لگاریتم به شکل زیرند:
 log log

b
m

bn a
m
n a=       loga1 0=

 log log logab a b= +        log log loga
b a b= - �

 log logb
a

a b= 1 �

12 درصد از جرم خود را از دست می‌دهد، یعنی جرم  5/  این عنصر در هر هفته،

جرم  از  برابر   ( )7
8

n هفته،  n از  پس  بنابراین  می‌شود،  برابر   1 12 5

100
1

1

8

7

8
- = - =/ آن

عنصر باقی خواهد ماند.
1 از جرم عنصر باقی خواهد ماند، کافی است 

7
 برای این‌که ببینیم پس از چند هفته

) را حل کنیم. از دو طرف این معادله در مبنای 3 لگاریتم می‌گیریم. )طبق  )7
8

1

7

n = معادلهء
مورد )1( درس‌نامه(:

 ( ) log ( ) log log7

8

1

7

7

8

1

7
3 3 3

n n n= Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¶Iºïtnj  (þ²H)  Sµv¤ 77

8

1

7
3

= log �

 ¾¶Iºïtnj  (R)  Sµv¤¾ ®¾¾¾¾¾¾ - = -
­

n(log log ) log log
3 3

2

3

0

3
7 8 1 7

3



�

 ¾¶Iºïtnj  (þ²H)  Sµv¤¾ ®¾¾¾¾¾¾ - = -n(log log ) log
3 3 3
7 3 2 7    )*( �

 حالا سراغ داده‌های سؤال می‌رویم:

log /
log /

2

7

3 1 6

3 0 6

=
=

ì
í
î

 ¾¶Iºïtnj  (V)  Sµv¤¾ ®¾¾¾¾¾¾

= = = =

=

log /

log

3

3

2
1

1 6

1

16

10

10

16

5

8

7
1

00 6

1

6

10

10

6

5

3/ = = =

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

�

 در آخر مقادیر به ‌دست‌ آمده را در تساوی )*( جای‌گذاری می‌کنیم:

 Þ - ´ = - Þ - = -

- = -

n n( )5

3
3

5

8

5

3

5

24

5

3

5

3

15

8

5

24

��� ��
Þ = =n 24

3
8 �

. تعداد روز رو می‌خواهیم، نه هفته! ١  حواست باشه یهو الان نزنی 

1 از جرم عنصر باقی خواهد ماند.
7

8 روز، 7 56´ = بنابراین پس از 8 هفته یا همان

- 10  ۴
 فرمول تانژانت مجموع و تفاضل دو زاویه به شکل زیر است:

 tan( ) tan tan
tan .tana b a b

a b
± = ±

1 �

در  باشد.   BACÆ = b کنید فرض  ابتدا    
این صورت داریم:

 tan Æ tanBAC BC
AB= Þ =b 1

3
�

 tan Æ tan( )BAD BD
AB= Þ + =a b 2

3
�

 حالا با استفاده از درس‌نامه داریم:

 tan( ) tan tan
tan .tan

tan

ta
(*)

a b a b
a b

a
+ = +

-
Þ =

+

-1

2

3

1

3

1� ����� ����� nna ´ 1

3

�

 Þ - ´ ´ = +2

3

1

3

2

3

1

3

2

3

tan tana a
��� ��

�

 Þ - = + Þ = Þ = =2

3

1

3

2

3

1

3

5

3

3

5 3

3

5
tan tan tan tana a a a �

. حالا  b p= 6 b حاده است، می‌توانیم بگوییم tanb و = 1

3
 با توجه به این‌که

b در تساوی )*( داریم: p= 6 با جای‌گذاری

 tan( )
tan tan

tan .tan

tan

tan
a p a p

a p

a

a
+ =

+

-
Þ =

+

- ´6

6

1
6

2

3

1

3

1
1

3

�

ادامه مانند روش اول.

- 11  ١
با  می‌توانیم  را  مثلث  یک  مساحت   
برای مساحت  مثلاً  آوریم؛  به دست  از سینوس  استفاده 

مثلث مقابل، می‌توانیم رابطهء زیر را بنویسیم:
�

 
S ABAC AABC = 1

2
. .sin 

�

 ابتدا یک شکل فرضی برای سؤال رسم می‌کنیم: 
AC و زاویهء بین این دو،  =12 ،AB = 5 )فرض کنید

a است.( یعنی A برابر
 با کمک درس‌نامه، مساحت این مثلث را به دست می‌آوریم:�

 S ABACABC = Þ = ´ ´1

2
15

5 12

2

3
1 6

1

. .sin sina a �

 Þ = Þ =3 6
1

2
sin sina a �

a هم بین صفر   می‌دانیم در هر مثلث، هر زاویه بین صفر و 180 درجه است؛ پس

است(، پس   1
2

برابر  5
6

p و  p
6 )سینوس باشد   5

6

p یا  p
6 برابر می‌تواند  که  است   180 و

5 است.
6 6

4

6

2

3

p p p p- = = a برابر اختلاف بیشترین و کم‌ترین مقدار

- 12  ٢

 1 12

2
+ =tan

cos
a

a
� ١

٢ فرمول‌های طلایی نسبت‌های مثلثاتی دوآلفایی به شکل زیرند:
 1 2 2

2+ =cos( ) cosa a    ,   1 2 2
2- =cos( ) sina a �

p را اضافه یا  ٣ برای محاسبهء نسبت‌های مثلثاتی، می‌توانیم هر مضرب زوج دلخواهی از
کم کنیم. 

a به شکل زیرند: p+ 2  نسبت‌های مثلثاتی

 cos( ) sina p a+ = -2 sin( ) cosa p a+ =2

 cot( ) tana p a+ = -2 tan( ) cota p a+ = -2
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 برای به دست آوردن دورهء تناوب توابع سینوسی و کسینوسی از روی نمودار، از جدول 
زیر استفاده می‌کنیم:

یک‌چهارم تناوبنصف تناوبیک تناوب کامل

y داریم: a b cx= + sin( )  در توابع مثلثاتی به شکل

 

max | |
min | |
max min

= +
= -

= +

ì

í
ïï

î
ï
ï

a b
a b

a 2

                   T c= 2p
| | �

bc و اگر نزولی باشد، >0  اگر نمودار تابع در محل برخورد با محور yها صعودی باشد،
bc است. <0

 ابتدا با استفاده از مورد )1( درس‌نامه، عبارت مخرج کسر را ساده‌تر می‌نویسیم:
�

 1 3

4

1

3

4
1

3

4

3

4

2

2 2

2+ - =
-

Þ
+ -

= -tan ( x )
cos ( ) tan ( )

cos ( )c
cx

b

cx
b cxp

p p
p

 در ادامه از فرمول‌های نسبت‌های دوآلفایی )مورد )2( درس‌نامه(، کمک می‌گیریم 
 1 2 2

2+ =cos( ) cos ( )a a تا توان 2 کسینوس را از بین ببریم:�

 
a p

p p= -
¾ ®¾¾¾¾ + - = -

cx
cx

3

4 2
1 2

3

2
2

3

4
cos( cx ) cos ( ) �

Þ -cos ( )2 3

4
cx p =

+ -
= + -

1 2
3

2

2

1

2

1

2
2

3

2

cos( cx )
cos( cx )

p
p �

 Þ - = + -b cx b bcos ( ) cos( cx )2 3

4 2 2
2

3

2

p p �

2p را اضافه کنیم: ، 2 3

2
cx - p  با توجه به مورد )3( درس‌نامه، می‌توانیم به

 b b b b
2 2

2
3

2
2

2 2
2

2
+ - + = + +cos ( cx ) cos( cx )p p p �

 
¾¶Iºïtnj   (4)  jn¼¶ b b cx2 2 2- sin( ) �

می‌دهیم قرار   b

cx1
3

4

2+ -tan ( )p
جای به   ،f تابع  ضابطهء  در  حالا   

: b b cx2 2 2- sin( )
 f x a

b b cx( ) sin( )= - +2
2 2 2 �

 T = 9p x یک تناوب کامل داریم، پس = 9p x تا =0  با توجه به نمودار تابع، از
است. حالا با استفاده از مورد )6 ـ ب( درس‌نامه داریم:

 2

2
9

1

9

1

9

p p
| |

| |
c

c c= Þ = Þ = ± �

محور  با  برخورد  محل  در   f x a
b b cx( ) sin( )= - +2
2 2 2 تابع نمودار   

bc می‌شود.  >0 ، یعنی b c
2

2 0´ > yها صعودی است، پس طبق مورد )6 ـ پ( درس‌نامه،

c است. = + 1

9
می‌توانیم برای راحتی کار فرض کنیم b و c هر دو مثبت‌اند، پس

 حداکثر مقدار این تابع برابر 6 و حداقل مقدار آن برابر صفر است:

 ¾¶Iºïtnj  þ²H @@ jn¼¶( 6

2

2 2
6

2

2 2
0

)¾ ®¾¾¾¾¾¾
- + =

- - =

ì

í
a

b b

a
b b

| |

| |

ïï

î
ï

�

 SwH SLX¶  b
a

b b a

a
b b

a b b
¾ ®¾¾¾¾

- + = Þ =

- - = Þ - = Þ =

ì

í

ï
ï

2

2 2
6

1

3

2

2 2
0

2
0 6

6



îî

ï
ï

�

بنابراین ضابطهء تابع f به شکل زیر است:

 f x a
b b cx( ) sin( )= - +

¯

­ ­
­

2

2 2
2

1

3

6 6 1

9

= - + = +6 3 3
2

9
3 3

2

9
sin( ) sin( )x x �

f را می‌خواهیم: ( )3

4

p  مقدار

 f ( ) sin( )3

4
3 3

2

9

3

4

6

p p

p

= + ´
���

= + ´ = + =3 3
1

2
3 1 5 4 5/ / �

- 13  ۴
١ فرمول سینوس مجموع و تفاضل دو زاویه به شکل زیر است:  

 sin( ) sin .cos cos .sina b a b a b± = ± �
٢ برخی از نسبت‌های مثلثاتی دوآلفایی به شکل زیرند:

 sin .cos sin( )x x x= 2
2    

1 2 2

1 2 2

2

2

+ =

- =

ì
í
ï

îï

cos( )

cos( ) sin

x cos x

x x
)نسبت‌های طلایی( �

)sin را ساده می‌کنیم: )x - =p
6

1

3
 ابتدا با کمک مورد )1( درس‌نامه،

 sin( ) sin .cos cos .sinx x x- = Þ - =p p p
6

1

3 6 6

1

3

3

2

1

2

 

�

 Þ - =3

2

1

2

1

3
sin cosx x ´¾ ®¾ - =2

3
2

3
sin cos (I)x x �

 طرفین رابطهء بالا را به توان 2 می‌رسانیم:

 3 2 3
2 2

2
2 2 2

1

sin cos sin .cos
sin sin cos s

x x x x
x x x

+ -
+ +� ��� ���

� ��� ���
iin( )

sin sin( x) ( )
2

2

24

3
2 1 3 2

4

3
x

x II� �� �� = Þ + - = �

 1 2 2
2- =cos( ) sinx x  از نسبت‌های مثلثاتی دوآلفایی )نسبت‌های طلایی( می‌دانیم

:1 2- cos( )x 2 در )II(، قرار می‌دهیم 2sin x است، پس به جای

 1 2 1 3 2
4

3
3 2 2

4

3
2

2

3

- + - = Þ - - = -

-

cos( ) sin( ) sin( ) cos( )x x x x


�

 �
3  حالا سراغ محاسبهء m می‌رویم: 3 2

6
3

sin cos sin( x )x x m- + +
.´ÄoÃ¬ïÂ¶  n¼T¨IÎ  pH

.´Ã¹¨ï

� ��� ���
p

ÂÂ¶  pIM

� �� ��
=1 �

 Þ - + + =3 3 2
6

2
6

1

3

2

1

2

( sin cos ) (sin( ).cos cos( ).sin )x x m x xp p
 

�

Þ - + +3 3
3

2
2

1

2
2( sin cos ) m( sin( ) cos( )

( ) ( )

x x x x
I III

� ��� ��� � ����� ������
) =1 �

از )I( و )III( کمک می‌گیریم:
 ( ) ( )3

2

3

1

3
1 2

3
1´ + ´ = Þ + =m m

Þ = - Þ = -m m
3

1 3 �
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- 14  ١

و  2 9 2 0
2m m- - > ، m m2

4 4 0- + > نامعادلهء سه  است  کافی   
2 را حل کنید و از جواب‌ها اشتراک بگیرید. 9 2 4 4

2 2m m m m- - < - +

، بازهء A باشد، برای به دست آوردن دامنهء تابع f x( ) ١ اگر دامنهء تابع  

] باشد، برای به دست  , )-2 3 f بازهء x( ) Î شود، مثلاً اگر دامنهء تابع A ، باید f ( )
- را حل کنیم. £ - <2 2 5 3x f باید نامعادلهء x( )2 5- آوردن دامنهء تابع

 f f( ) ( )a b a b< Û < ٢ اگر f تابعی اکیداً صعودی باشد، داریم:�
( است، پس برای به دست  ( , )0 +¥  دامنهء f، مجموعه‌ای از مقادیر مثبت )یا همان

، باید نامعادلهء زیر را حل کنیم: f m m( )2
4 4- + آوردن دامنهء

 m m2 2
4 4 0 2 0- + > Þ - >(m ) IÀï¾zÄn¾ ®¾¾ =m 2 )ریشهء مضاعف( �

جدول تعیین علامت رسم می‌کنیم:
 

2

0+ +
�

xÎ قسمت‌های مثبت را می‌خواهیم؛ بنابراین: -¥ +¥( , ) ( , ) (I)2 2 �
f را به دست می‌آوریم: m m( )2 9 2

2 - -  دامنهء

 2 9 2 0

9 97

4

9 97

4

2 97m m
m

m
- - > ¾ ®¾¾

= +

= -

ì

í
ïï

î
ï
ï

=D
IÀï¾zÄn: �

 97 9 8

9 9 8

4
4 7

9 9 8

4
0 2

 /

/ /

/ /
¾ ®¾¾¾

= + =

= - = -

ì

í
ï

î
ï

m

m
�

جدول تعیین علامت رسم می‌کنیم:
 

-
+ - +

0 2 4 7

0 0

/ /
�

این‌جا هم به دنبال قسمت‌های مثبت هستیم، پس:
 mÎ -¥ - +¥( , / ) ( / , ) (II)0 2 4 7 �

 f تابعی اکیداً صعودی است، پس طبق مورد )2( درس‌نامه داریم:
 f m m f m m( ) ( )2 9 2 4 4

2 2- - < - + Þ - - < - +2 9 2 4 4
2 2m m m m �

 Þ - - < Þ - + <m m2
5 6 0 6 1 0(m )(m )

IÀï¾zÄn¾ ®¾¾
=
= -

ì
í
î

m
m

6

1
�

جدول تعیین علامت رسم می‌کنیم:
 

-
+ - +

1 6

0 0
�

 mÎ -( , ) (III)1 6 این‌جا به دنبال مقادیر منفی هستیم، پس:�
 در آخر با اشتراک‌گرفتن 
جواب  به ‌دست ‌آمده،  بازهء  سه  از 

حاصل می‌شود:
 Þ = - -(I) (II) (III) ( , / ) ( / , )∩ ∩ ∪1 0 2 4 7 6 �

این بازه فقط شامل یک عدد صحیح )فقط 5( است.

- 15    ۳
١ در مورد تابع هموگرافیکی موارد زیر را بلد باشید:  

و  c ¹0 که شرطی  )به  است   f x ax b
cx d( ) = +

+
شکل به  تابع  این  ضابطهء   

ad باشند.( bc- ¹0
f است. x dx b

cx a
- = - +

-
1( )  ضابطهء وارون یک تابع هموگرافیکی به شکل

) است.  , )- dc
a
c ، نقطهء f x ax b

cx d( ) = +
+

 محل تقاطع مجانب‌های تابع هموگرافیک

cx یا همان d+ =0 )در اصل، مجانب قائم تابع هموگرافیکی، ریشهء مخرج آن، یعنی ریشهء

ac می‌شود.( - است و مجانب افقی آن، همان حاصل حد در بی‌نهایت f است که برابر dc

 ،) lim ( )
( )x

f x
g x®¥

٢ هم‌ارزی پرتوان: برای محاسبهء حد در بی‌نهایت یک تابع کسری )مثلاً

کافی است در صورت و مخرج، فقط جملهء با بزرگ‌ترین توان x را نگه دارید و بقیهء جملات 
را حذف کنید. برای مثال:

 
lim lim
x x

x
x

x
x®¥ ®¥

-
+

= =4 2

5 3

4

5

4

5 �

f باشد  x ax b
cx d( ) = +

+
 f تابعی هموگرافیک است. فرض کنید ضابطهء f به صورت

f می‌شود. x dx b
cx a

- = - +
-

1( ) f به شکل -1 که در این صورت، ضابطهء
 حاصل حدهای داده‌شده را به دست می‌آوریم:

  lim ( )
( )

lim lim ( )(
x x x

f x
f x

ax b
cx d
dx b
cx a

ax b c
®+¥ - ®+¥ ®+¥

=
+
+

- +
-

= +
1

xx a
cx d dx b

-
+ - +

)
( )( ) �

 = +
- +®+¥

lim
x

acx
cdx

2

2




·H¼UoQ

lim
x

ac x
cd x

ac
cd

a
d®+¥ -

=
-

= -
2

2
�

 lim ( )
( )x

f x
f x®+¥ -1 lim معکوس حاصل ( )

( )x

f x
f x®-¥

-1
سراغ حد دیگر می‌رویم. واضح است که حاصل

lim می‌شود. ( )
( )x

f x
f x

d
a®-¥

-
= -

1
f است.( پس

f
-1

f معکوس
f -1 است، )چون

 حالا داریم:

 lim ( )
( )

lim ( )
( )x x

f x
f x

f x
f x

a
d

d
a®+¥ - ®-¥

-
= Þ - = -1

1
Þ = Þ

=
= -

ì
í
î

a d
a d
a d

2 2 �

هموگرافیکی تابع  مجانب‌های  تقاطع  محل  درس‌نامه،  پ(  )1ـ  مورد  طبق   

) است. حالا دو حالت داریم: , )- dc
a
c ، نقطهء f x ax b

cx d( ) = +
+

) می‌شود؛ یعنی جمع  , )- ac
a
c a باشد، محل تقاطع مجانب‌ها به صورت d= حالت اول: اگر

٣ می‌تواند محل  این‌گونه است، پس   ٣ باشد که  باید صفر  تقاطع  نقطهء  طول و عرض 
تقاطع مجانب‌های f باشد. 

) می‌شود؛ یعنی طول  , )a
c
a
c a باشد، محل تقاطع مجانب‌ها به صورت d= - حالت دوم: اگر

و عرض نقطهء تقاطع با هم برابرند که هیچ‌کدام از گزینه‌ها به این صورت نیست.

- 16  ۴
n بررسی کنید. = 2 n و =1  باید پیوستگی f را به ازای

باشد.  پیوسته   x = و1-  x =1 در باید   f پس  است،   n =1 کنید فرض  ابتدا   
x برابر است با: =1 x را بررسی می‌کنیم: حد راست f در =1 پیوستگی f در

 x x f x x x
x x

® Þ = Þ = - -+

® ®+ +
1 1

1 1
[ ] lim ( ) lim | [ ] |

joÎ



�

: ([ / ] )- = -1 1 2 2- است ( برابر x =1 1/ x )مثلاً ® +1 ] در ]-x مقدار
 lim | [ ] | lim | | | |
x x

x x x
® ®+ +

- - = - - = - - =
1 1

2 2 1 3 �

x برابر است با: =1 مقدار f در
 x x f x x x f= Þ = Þ = - - Þ = - - = - - =1 1 1 1 1 1 1 2[ ] ( ) |[ ] | ( ) |[ ] | | |

joÎ



�

x پیوسته نیست، در نتیجه f در  =1 x برابر نیستند، پس f در =1 حد راست و مقدار f در
nهای فرد ناپیوسته می‌شود.

باشد.  پیوسته   x = -2 و  x = 2 در باید   f است؛ پس   n = 2 کنید فرض   حالا 
x داریم: = 2 x را بررسی می‌کنیم. برای به دست آوردن حد راست f در = 2 پیوستگی f در

 x x® Þ =+2 2[ ]
Z»p

��� Þ = - + = - + =
® ®+ +
lim ( ) lim [ ]
x x

f x k x x k k
2 2 2

2 2


�

x برابر است با: = 2 حد چپ f در
 x x f x x x

x x
® Þ = Þ = - --

® ®- -
2 1

2 2

[ ] lim ( ) lim | [ ] |
joÎ



�
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 . ([ / ] )- = -1 9 2 2- است ( برابر x =1 9/ x )مثلاً ® -2 ] در ]-x مقدار
 lim | [ ] | lim | | | |
x x

x x x
® ®- -

- - = - - = - - =
2 2

2 2 2 4 �
x نیز برابر است با: = 2 مقدار f در

 x x f x k x x= Þ = Þ = - +2 2[ ] ( ) [ ]
Z»p

��� Þ = - + =f k k( ) [ ]2 2 2
2


�

x را با هم برابر قرار می‌دهیم: = 2 حالا حد راست، حد چپ و مقدار f در
 lim ( ) lim ( ) ( )
x

k
x k

f x f x f k
® ®+ -

= = Þ =
2 2

4

2 4

� �� �� � �� ��
� �

x را بررسی می‌کنیم. برای به دست آوردن حد راست f در = -2  پیوستگی f در
x داریم: = -2 x

x

® - Þ = -+

=-

( ) [x]

/

2 2

1 9

Z»p

 Ó°X¶

��� �� �

lim ( ) lim [ ]
( ) ( )x x

f x k x x
® - ® - -

+ +
= - +

2 2 2


= - - - = + - =k k k( )2 2 2 2 �

x برابر است با: = -2 حد چپ f در
 x x

x

® - Þ = --

=-

( ) [ ]

/

2 3

2 1 Ó°X¶

joÎ

��� �� Þ = - -
® - ® -- -
lim ( ) lim | [ ] |
( ) ( )x x

f x x x
2 2

�

( برابر 2 است، پس: x = -2 1/ ®x )مثلاً - -( )2 ] در ]-x مقدار
 lim | [ ] |

( )x
x x

® - -
- -

2
= - = - - =

® - -
lim | | | ( ) |
( )x

x
2

2 2 2 4 �
x نیز برابر است با:�  = -2 x مقدار f در f x k x x= - Þ = - Þ = - +

-

2 2
2

[x] ( ) [ ]
Z»p

��� � �

 Þ - = - - - = + - =f k k k( ) ( )2 2 2 2 2 �
x را با هم برابر قرار می‌دهیم: = -2 حالا حد راست، حد چپ و مقدار f در

 lim ( ) lim ( ) ( )
( ) ( )x

k

x k

f x f x f k
® - ® -+ -

= = - Þ =
2 2

4

2 4

� �� �� � �� ��
� �

بنابراین به ازای مقدار مشخص f ،k در n زوج پیوسته می‌شود؛ پس f در nهای زوج پیوسته است.

- 17  ٢
 اول ضابطهء g را به دست آورید؛ بعد از هم‌ارزی‌های مثلثاتی استفاده کنید.

، هم‌ارزی‌های مثلثاتی زیر را داریم: x ®0  وقتی

 sin( ) , cos( )u u u u
 1

2

2

- �

g را به دست می‌آوریم: x( )  ابتدا ضابطهء
 f x xg x xg x f x x( ) ( ) x ( ) ( )= - + Þ = + -2 5 2 5 �

 Þ = + - = - + = - +g x f x x
x

f x
x

x
x

f x
x( ) ( ) ( ) ( )2 5 5 2 5

2 �

به جای f، ضابطهء آن را می‌نویسیم:

 Þ = -
-

+ =
- +
- +g x

x
x
x

x x
x

x( )
cos
sin

cos sin
sin

5

1
5

2

5 5 5

1
2 �

 Þ = - +
-

+g x x x
x x( ) cos sin
( sin )

5 5 5

1
2 �

lim را می‌خواهیم: ( )
x
g x

®0
 حاصل

 lim ( ) lim cos sin
( sin )x x

g x x x
x x® ®

= - +
-

+
0 0

5 5 5

1
2 �

، پس طبق درس‌نامه داریم: x ®0 چون

 lim cos sin
( sin ) lim

( )

x x

x

x x
x x

x

® ®

-

- +
-

+ =
- -

0 0

2

5
5

2

5 5 5

1
2

5 1
2

5

2

��� ��

++

-
+

5

1
2

x

x x( ) �

 =
- +

-
+

- +

-
+ = + =

®

¸

®
=lim ( ) lim

x

x

x

x x

x x

x

x0

2

0

5

2
5

1
2

5

2
5

1
2 5 2 7 �

- 18  ١
است  کافی   y f x k= +( ) نمودار رسم  برای  باشد،   k >0 اگر  ١  
، کافی است نمودار y f x k= -( ) y را k واحد به بالا و برای رسم نمودار f x= ( ) نمودار

y را k واحد به پایین ببریم. f x= ( )
 x = a ٢ شیب خط مماس بر منحنی f در نقطه‌ای به طول

f¢ است: ( )a واقع بر آن برابر
حاصل‌ضرب  باشند،  عمود  هم  بر   ¢d و  d خط  دو  اگر   ٣

1- می‌شود. شیب‌هایشان

y را رسم می‌کنیم: x= -2  ابتدا نمودار سهمی1

¸ÃÄIQ  keH» 1¾ ®¾¾¾¾

، نسبت به محور yها متقارن  y x= -2 1  نمودار
است، پس می‌توانیم فرض کنیم خط d، این منحنی را در دو 

 ( )a >0 a- قطع می‌کند. a و نقطه به طول‌های

¢ است، پس شیب خط مماس بر y در  =y x2 ، به صورت y x= -2  مشتق تابع1
2a- است. ، برابر -a 2a و شیب خط مماس بر y در نقطه‌ای به طول a برابر نقطه‌ای به طول

1- است:  این دو خط بر هم عمودند، پس حاصل‌ضرب شیب‌هایشان

 Þ ´ - = - Þ = Þ =( ) ( )2 2 1 4 1
1

4

2 2a a a a a a>¾ ®¾¾ = +0 1

2
�

 ، y x= -2 x در ضابطهء1 = ± 1

2
 با جای‌گذاری

 y = ± - = - = -( )1
2

1
1

4
1

3

4

2 تماس نقطهء  دو  عرض 

- است. - = -3

4

3

4

3

2
می‌شود که مجموع عرض دو نقطه

- 19    ۳

 ، y ax bx cx d= + + +3 2  طول نقطهء عطف توابع درجه‌سوم به شکل

x است. b
a= - 3 برابر

برابر درس‌نامه  طبق   ، y k x k x= - +
2

2
3 2( ) منحنی عطف  نقطهء  طول   

- است. می‌خواهیم نقطهء عطف در ربع سوم باشد، پس طول آن باید  - + = +( ) ( )k
k

k
k

2

3

2

2 2

3

منفی شود:
 2 2

3
0

2 2 0 2

3 0 0

( ) ( )k
k

k k
k k

+ < ¾ ®¾¾
+ = Þ = -
= Þ =

IÀï¾zÄn (joÎ  â¾zÄn)

(jo ÎÎ  â¾zÄn)

ì
í
î

�

جدول تعیین علامت رسم می‌کنیم:
 

-

+ - +

2 0

0 · R
�

 kÎ -( , ) (I)2 0 به دنبال قسمت‌های منفی هستیم، پس:�

x در منحنی، عرض نقطهء عطف را به دست می‌آوریم: k
k= +2 2

3

( )  حالا با جای‌گذاری

 y k x k x y k k
k k kx k

k= - + ¾ ®¾¾¾ = + - + += +

2
2

2

2 2

3
2

2 2

3

3 2

2 2

3 3( ) ( ( )) ( )( ( )( )

kk )2 �

 = ´ + - + ´ +k k
k

k k
k2

8 2

27

2
4 2

9

4

3

3 2

2

2

( ) ( ) ( ) �

 = + - + = + - +4 2

27

4 2

9

4 2 12 2

27

3

2

3

2

3 3

2

( ) ( ) ( ) ( )k
k

k
k

k k
k

= - +8 2

27

3

2

( )k
k

�
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 برای این‌که نقطهء عطف در ربع سوم باشد، باید عرض آن هم منفی شود:

 Þ - + < Þ + >8 2

27

0
8 2

27

0

3

2

3

2

( ) ( )k
k

k
k

�

 IÀï¾zÄn
(joÎ  â¾zÄn)

(Z»p  â¾zÄn

¾ ®¾¾
+ = Þ = -

= Þ =

8 2 0 2

27 0 0

3

2

( )k k

k k ))

ì
í
ï

îï
�

جدول تعیین علامت رسم می‌کنیم:
 

-

- + +

2 0

0 · R
�

 kÎ - +¥( , ) ( , ) (II)2 0 0 این‌جا به دنبال قسمت‌های مثبت هستیم، پس:�
 از دو بازهء )I( و )II( اشتراک می‌گیریم:

    Þ = -( ) ( ) ( , )I II 2 0  �
( است. -1 که این بازه فقط شامل یک عدد صحیح )فقط

- 20  ۴
 y f x= ( ) ١ هر وقت در سؤالی به ما گفته شود که نقطهء A روی منحنی  
y را از فلان چیز  f x= ( ) قرار دارد )یا گفته باشد بیشترین یا کم‌ترین فاصلهء نقاط منحنی
) در نظر می‌گیریم. برای مثال  , ( ))x f x می‌خواهیم.(، مختصات نقاط روی منحنی را به صورت

) فرض می‌کنیم. , )x x -1 y را به صورت x= -1 نقاط روی منحنی
است  کافی  تابع،  یک  اکسترمم  نقاط  طول  پیدا‌کردن  برای  بهینه‌سازی،  مسائل  در   ٢

ریشه‌های صورت و مخرجِ مشتق آن را محاسبه کنیم. 
ax برابر است با: by c+ + A از خط0= x y( , )0 0 ٣ فاصلهء نقطهء

 
AH ax by c

a b
=

+ +

+

| |
0 0

2 2

�

، یعنی - - ³x x[ ]2 0  ابتدا دقت کنید برای این‌که زیر رادیکال منفی نشود، باید
x- هم باید  ] هم نامنفی می‌شود؛ یعنی ]x2 x2 نامنفی است، پس - باشد. ³x [x ]2

Âÿ¹¶Iº



x است. £0 نامنفی باشد، پس
حالا با بازه‌بندی داریم:

 f x

x x x x

x x x x

x
( )

[ ]

[ ]

=

- < £ Þ - - - = - -

- < £ - Þ - - - = - - -

- < £ - Þ

1 0

2 1 1

3 2

2

0

2

1

�

�

-- - - = - - -x x x[ ]2

2

2

·¼a ,¡ ¡  ù

ÏI§ÄjHn  oÄp

.j¼{ïÂ¶  Âÿ¹¶

 .j¼

�

�

{{ïÂ¶  Âÿ¹¶  ÏI§ÄjHn  oÄp  ·¼a  ,kºHïÏ¼L¤  ®MI¤  oÃü  qÃº   oÄjI£¶  â¾Ã£M

ì

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï
ï
ï

�

بنابراین ضابطهء f به شکل مقابل می‌شود:
 f x

x x

x x
( ) =

- - - < £

- - - - < £ -

ì
í
ï

îï

1 0

1 2 1

�

رسم  را   x y- - =1 خط0 و   f تابع  نمودار   
می‌کنیم:

با توجه به نمودار رسم‌شده، واضح است نقاطی از منحنی 
- قرار  -x f که کم‌ترین فاصله را تا خط دارند، روی

دارند. 

می‌دهیم.  نمایش   A x x( , )- - صورت به  را   f x x( ) = - - روی نقاط   
x برابر است با: y- - =1 فاصلهء این نقاط از خط0

 | | ( ) | |
(x , )

ax by c

a b
d x x xx y

x
0 0

2 2

1 1 1 0 1

1 1

+ +

+
¾ ®¾¾¾¾ = + - -

+
- - =
- -

�

x منفی است )برای این‌که بهتر متوجه بشید،  x+ - -1 ) است که در این بازه، , ]-1 0 x در بازهء

 d x x( ) ( x )= - - - +1

2
1 (، حالا قدرمطلق را برمی‌داریم:� -1

2
کافیه به جای x قرار بدین

)d مشتق می‌گیریم: )x  از تابع

 ¢ = - - -
-

= - +
-

=d x
x x

( ) ( ) ( )1

2
1

1

2

1

2
1

1

2
0 �

 - +
-

= Þ
-

= Þ - = Þ - = Þ = -1
1

2
0

1

2
1

1

2

1

4

1

4x x
x x x �

تابع در   x = - 1

4
جای‌گذاری با  است.   x = - 1

4
تابع، این  اکسترمم  نقطهء  طول  بنابراین 

، جواب حاصل می‌شود: d x( )

 d x x x( ) ( )= - - - +1

2
1 Þ - = - - - - - +d( ) ( ( ) ( ) )1

4

1

2

1

4

1

4
1 �

 = - + = ´ = ´ =1

2

1

4

1

2
1

1

2

3

4

3

4 2

2

2

3 2

8
( ) �

- 21  ٢
وقتی  که  بچینیم  طوری  را  کتاب  7تا  می‌خواهیم   
یکی‌یکی برشان می‌داریم تا در گوشهء دیگر اتاق بچینیم؛ ترتیب 
مطابق  که  می‌افتد  زمانی  اتفاق  این  نخورد.  هم  به  عنوان‌ها 
شکل مقابل کتاب‌های اول و هفتم، هم‌عنوان، کتاب‌های دوم و 
ششم، هم‌عنوان و همین‌طور کتاب‌های سوم و پنجم هم‌عنوان 

باشند.  

کتاب اول
کتاب دوم
کتاب سوم

کتاب چهارم
کتاب پنجم
کتاب ششم
کتاب هفتم �

اگر کتاب‌های فیزیک را با F و کتاب‌های ریاضی را با R نشان بدهیم؛ چنین آرایشی در سه 
حالت اتفاق می‌افتد:

FRR
RRF
RFR
FFF
RFR
RRF
FRR

)حالت 1()حالت 2()حالت 3(
 در هر کدام از حالت‌های بالا کتاب‌های فیزیک!3 و کتاب‌های ریاضی!4 جایگشت 

دارند چون کتاب‌ها متمایزند، پس جواب مسئله می‌شود:
 ( ! !) ( ! !) ( ! !) ( ! !)4 3 4 3 4 3 3 4 3 3 24 6 432´ + ´ + ´ = ´ ´ = ´ ´ = �

- 22  ١
 P A B( )-  اول نمودار ون را برای دو پیشامد A و B می‌کشیم، بعد مقدار
نظر  در   x را   P A B( ) مقدار ادامه  در  می‌نویسیم.  مناسب  ناحیهء  در  را   P B A( )- و
P را برحسب x بنویسیم. در آخر مقدار x را طوری تنظیم می‌کنیم  AP B

( )
( ) می‌گیریم تا بتوانیم

P کم‌ترین شود. AP B
( )
( ) که

 با دو پیشامد A و B طرفیم، پس نمودار ون را به صورت زیر می‌کشیم.
و  A B- پیشامدهای رخ‌دادن  احتمال  باید  حالا 
سؤال گفتهء  به  بنویسیم.  مناسب  ناحیهء  در  را   B A-

P است؛ پس در ناحیهء قرمزرنگِ مقابل  A B( )- = 3

7

P است؛ بنابراین  B A( )- = 1

7
. از طرفی 3

7
می‌نویسیم

. 1
7

در ناحیهء آبی‌رنگِ بالا هم باید بنویسیم
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ون، نمودار  طبق  صورت،  این  در  باشد،   P A B x( ) = کنیم فرض  بیایید   

P برابر می‌شود با: AP B
( )
( ) P AP B

x

x

P A
P B

x

x
x
x

( )
( )

( )
( )=

+

+
Þ =

+

+
= +

+

3

7

1

7

7 3

7

7 1

7

7 3

7 1
�

که صورتی  در  دارد.  شاخه  دو   ، y ax b
cx d= +

+
مثل هموگرافیک  تابع  هر   

ad باشد، هر  bc- ad باشد، هر دو شاخه اکیداً صعودی و در صورتی که0> bc- >0
دو شاخه اکیداً نزولی هستند.

چون است،  نزولی  شاخه‌های  با  هموگرافیک  تابع  یک   y x
x= +

+
7 3

7 1
بالا، نکتهء  طبق 

ad است؛ بنابراین اگر حداقلش را می‌خواهیم باید حداکثر x را حساب کنیم. bc- = - <7 21 0

در   1
7

3

7

4

7
+ = احتمال، از کل  می‌بینید؛   )1( گام  ون  نمودار  در  که  همان‌طور   

1« باقی‌مانده را به 4

7

3

7
- = قسمت‌های رنگی هستند. x زمانی حداکثر می‌شود که همهء »

 P AP B
( )
( ) مقدار کم‌ترین  بنابراین  است.   xmax = 3

7
یعنی بدهیم؛  اختصاص   P A B( )

برابر می‌شود با:
 P AP B

x
x

P A
P B

xmax( )
( )

( )
( )= +

+
¾ ®¾¾¾ = +

+
= =

=7 3

7 1

3 3

3 1

6

4

3

2

3

7 �

P را به این صورت می‌نویسیم: AP B
( )
( ) البته می‌توانستیم پای تابع هموگرافیک را وسط نکشیم.

  P AP B
x
x

x
x

x
x x x

( )
( )

( )
( )= +

+
= + +

+
= +

+
+

+
= +

+
7 3

7 1

7 1 2

7 1

7 1

7 1

2

7 1
1

2

7 1
�

« بزرگ‌تر شود، خودش  2

7 1x +
از تساوی بالا هم می‌توانیم بفهمیم که هر چه مخرجِ کسرِ »

P کوچک‌تر خواهد شد؛ بنابراین x باید حداکثر شود و ... . AP B
( )
( ) کوچک‌تر و در نتیجه کل

- 23  ٣
 به گفتهء سؤال اعداد دستهء اول به صورت زیر هستند:

1 :دستهء اول 2 3 4 97 98 99 100, , , , , , , , �
می‌خواهیم در هر مرحله 2تا عدد حذف کنیم و اختلافشان را در دستهء جدید بنویسیم؛ تا 
جایی که همهء اعدادِ دستهء اول حذف بشوند و همهء اعداد دستهء دوم، فرد و غیرتکراری باشند. 
اگر به جای 1 و 100 عدد 99، به جای 2 و 99، عدد 97، ... و به جای 49 و 50، عدد 1 را 
1 :دستهء دوم 3 5 7 99, , , , , قرار دهیم، اعداد دستهء دوم می‌شوند:�

که ویژگی‌های مسئله را دارند.
 

 اگر تعدادی داده، یک دنبالهء حسابی بسازند، میانگینشان برابر می‌شود با میانگینِ 
اعداد اول و آخر.

 2 قدرنسبت  با  حسابی  دنبالهء  یک  که  می‌خواهد  را   1 3 5 99, , , , اعداد میانگین  سؤال 
می‌سازند، پس طبق نکتهء بالا میانگینشان برابر می‌شود با:

 x =
+

= + = =
Ï»H jkø  oiA jkø

2

1 99

2

100

2
50 �

- 24  ۴
 »اگر سکه یک‌ بار »رو« آمده باشد، با کدام احتمال سکه دقیقاً یک بار پرتاب 
شده است؟«، یعنی اگر سکه یک بار »رو« آمده باشد، چه‌قدر احتمال دارد که کارت با شمارهء »1« 

)P را حساب کنیم. | )« » « »1   â½nIµ{  IM  RnI¨  JIhTº »n nIMï ¦ÄH انتخاب شود. این یعنی باید 

١ قانون بیز: در »فرمِ شرطیِ احتمال کل« اول احتمال کل را به کمک   
نمودار درختی حساب کنید، بعد شاخهء مطلوب را به احتمال کل تقسیم کنید.

برابر 1 است؛  S، جمعِ احتمال همهء برآمدها  a an={a , , , }
1 2

 ٢ در فضای نمونه‌ای
 P a P a P an( ) ( ) ( )

1 2
1+ + + = یعنی:�

٣ درn  بار پرتاب یک سکه، احتمال این‌که m بار »رو« بیاید، برابر است با:

 
P

n
m
n=

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 �

باید شفاف‌سازی،  طبق   
 P( | )« » « »1   â½nIµ{  IM  RnI¨  JIhTº »n nIM ï¦ÄH  

را حساب کنیم؛ بنابراین با فرم شرطی احتمال 
به  )P را  )« »»n nIM ï¦Ä کل طرف هستیم. اول
دست می‌آوریم. شروع نمودار درختی به این 

صورت است:

 P( )3 ، P( )2 ، P( )1 ترتیب به  پایین  به  بالا  از  باید  بالا  توخالی  دایره‌های  در   
احتمال  که  داریم   4 تا   1 شماره‌های  با  کارت  چهار  سؤال  گفتهء  به  بنویسیم.  را   P( )4 و
انتخاب‌شدن هر کدامشان متناسب با عدد نوشته‌شده روی آن‌ها است، پس می‌توانیم بگوییم:

 P x P x P x P x( ) , ( ) , ( ) , ( )1 1 2 2 3 3 4 4= = = = �
حالا جمع احتمال‌های بالا را مساوی 1 می‌گذاریم )طبق مورد )2( درس‌نامه(:

 x x x x x x+ + + = Þ = Þ =2 3 4 1 10 1
1

10
�

بنابراین احتمال انتخاب هر کدام از کارت‌ها می‌شود:

 P P P P( ) , ( ) , ( ) , ( )1
1

10
2

2

10
3

3

10
4

4

10
= = = = �

پس تا این‌جا نمودار درختی به این صورت شد:

�
 حالا شاخه‌های نمودار درختی را ادامه می‌دهیم:

همان‌طور که می‌بینید در شاخهء اول، 1 بار سکه پرتاب می‌کنیم و 1 »رو« می‌خواهیم که طبق 

 است. در شاخهء دوم، 2 بار سکه پرتاب می‌کنیم 

1

1

2

1

21

æ

è
ç

ö

ø
÷

= مورد )3( درس‌نامه احتمالش برابر

 است. به همین ترتیب در شاخه‌های 

2

1

2

2

42

æ

è
ç

ö

ø
÷

= و باز هم 1 »رو« می‌خواهیم که احتمالش

 را می‌نویسیم تا نمودار درختی 

4

1

2

4

164

æ

è
ç

ö

ø
÷

=  و

3

1

2

3

83

æ

è
ç

ö

ø
÷

= سوم و چهارم هم به ترتیب اعداد

به صورت زیر تکمیل بشود:
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بار   حالا شاخه‌ها را در هم ضرب و اعداد حاصل را با هم جمع می‌کنیم تا )یک 
)P »رو«(P پیدا شود:  ) ( ) ( ) ( ) ( )« »»n nIMï ¦Ä = ´ + ´ + ´ + ´1

10

1

2

2

10

2

4

3

10

3

8

4

10

4

16
�

 = + + + = + + + =1

20

1

10

9

80

1

10

4 8 9 8

80

29

80
�

 P( | )« » « »1   â½nIµ{  IM  RnI¨  JIhTº »n nIM ï¦ÄH  در آخر طبق قانون بیز برای محاسبهء 
باید شاخهء مطلوب را به احتمال کل تقسیم کنیم. شاخهء مطلوب شاخه‌ای است که کارت با 

، پس: 29
80

شمارهء »1« رو شده )شاخهء اول( و احتمال کل هم که شد

 P( | )« » « »1

1

10

1

2

29

80

1

1

  â½nIµ{  IM  RnI¨  JIhTº »n nIMï ¦ÄH  =
´

= 220

29

80

4

29

4

= �

- 25  ١
 »هر ضلع واسطهء هندسی دو قطر لوزی است«؛ یعنی:

 ( )Áp¼²  Í±ò  Ï¼ö Áp¼²  ÁIÀoõ¤  Joò 
2 = �

 مساحت لوزی را یک بار برحسب قطرهای آن و یک بار هم برحسب زاویهء 
داخلی‌اش می‌نویسیم و مساوی هم می‌گذاریم تا زاویه‌های داخلی لوزی پیدا شود.

قطرهای  که  هر چهارضلعی  مساحت   ١  
آن بر هم عمود باشند، برابر است با نصف حاصل‌ضرب قطرهای 
برای مساحت چهارضلعی ABCD در شکل مقابل  آن. مثلاً 

می‌توانیم رابطهء مقابل را بنویسیم:
    
S ACBDABCD = 1

2
.

�
چون قطرهای لوزی بر هم عمود‌اند، از این فرمول برای محاسبهء مساحت لوزی هم می‌توانیم 

استفاده کنیم.
a داشته باشد  ٢ اگر لوزی به طول ضلع a، زاویه‌ای برابر با

)مثل شکل مقابل(، مساحت آن برابر است با: 
     S a= 2.sina �

a زاویهء حادهء لوزی باشد یا زاویهء منفرجهء آن.  در این فرمول فرقی نمی‌کند

 )نوشتن مساحت لوزی برحسب زاویهء داخلی‌اش( 
 a و طول ضلعش را a مطابق شکل، زاویهء منفرجهء این لوزی را
در نظر می‌گیریم. با توجه به قسمت )2( درس‌نامه، می‌توانیم 

بنویسیم:
     S aABCD = 2 sina   )1( �

 )نوشتن مساحت لوزی برحسب قطرهایش( 
حالا قطرهای لوزی را به شکل بالا اضافه می‌کنیم تا به شکل زیر برسیم. 

برای مساحت  همان‌طور که در قسمت )1( درس‌نامه گفتیم 
این لوزی می‌توانیم رابطهء زیر را هم بنویسیم: 

    S ACBDABCD = 1

2
.   )2( �

 )محاسبهء خواستهء سؤال( 
 ( )Áp¼²  Í±ò  Ï¼ö Áp¼²  ÁIÀoõ¤  Joò 

2 2= Þ = ´a AC BD طبق شفاف‌سازی داریم:�
 AC BD´ حالا سمت راست تساوی‌های )1( و )2( را مساوی هم می‌گذاریم و به جای

: a2 1 می‌نویسیم
2

1

2

1

2
2

2 2 2ACBD a a a
a

. sin sin sin��� �� = Þ = Þ =a a a �

 90 180
150

 

< <¾ ®¾¾¾¾ =a a �
پس زاویهء بزرگ‌ترِ لوزی150 است

- 26  ۴
 اول نشان می‌دهیم دو مثلث ADC و ADE متشابه‌اند؛ بعد با نوشتن 

نسبت تشابهشان، خواستهء سؤال را به دست می‌آوریم. 

زاویهء  هر  اندازهء  مثلث،  هر  در   ١  
اندازه‌های دو زاویهء داخلی  با مجموع  خارجی برابر است 
 B1 خارجی زاویهء  مقابل،  مثلث  در  مثلاً  غیرمجاورش. 

Æ         می‌شود: Æ ÆB A C1 = + �
٢ اگر دو زاویه از یک مثلث با دو زاویه از مثلث دیگری برابر باشد، آن دو مثلث متشابه می‌شوند.

 b a و مثلاً مثلث‌های زیر با دو زاویهء برابرِ
متشابه هستند. فقط حواستان باشد وقتی دو 
زاویه از دو مثلث برابر شدند، سومین زاویه‌شان 
هم خودبه‌خود برابر می‌شود. )این‌جا ما سومین 

q نشان دادیم.( زاویهء برابر را با
٣ برای نوشتن نسبت تشابه دو مثلث، ضلع‌های رو به زاویه‌های برابر را در یک نسبت زیر 
هم می‌نویسیم؛ به طوری که طول ضلع‌های یک مثلث همگی در صورت کسرها و مثلث دیگر 

در مخرج کسرها باشند. مثلاً نسبت تشابه دو مثلث بالا به این صورت نوشته می‌شود:

 

AB
MN

AC
MP

BC
NP

q b a ¾M »n  ¾M »n  ¾M »n

  

= =

�

 )پیدا‌کردن مثلث‌های متشابه در شکل( 
این  ما  است؛   BAD EACÆ Æ= سؤال فرض  طبق 
طرفی  از  گرفته‌ایم،  نظر  در   a با برابر  را  زاویه  دو 
 BAE مثلث  یعنی  این   ،BA BE= گفته سؤال 
کنیم فرض  می‌توانیم  و  است  متساوی‌الساقین 
صورت این  در  باشد؛   BAE AEBÆ Æ= = b

DAE می‌شود. BAEÆ Æ= - = -a b a
AEBÆ در شکل نگاه کنید. این زاویه برای مثلث ACE یک زاویهء خارجی  حالا خوب به

است؛ پس طبق مورد )1( درس‌نامه برابر می‌شود با:
 AEB CAE C C CÆ Æ Æ Æ Æ= + Þ = + Þ = -b a b a �
حالا می‌توانیم بگوییم دو زاویه از مثلث ADC با دو زاویه از مثلث EDA برابر است؛ پس 

طبق مورد )2( درس‌نامه این دو مثلث متشابه‌اند:

 
DAC AED

C DAE
ADC ADE

Æ Æ

Æ Æ
~

= =

= = -

ì
í
ï

îï
Þ

b

b a

D Dp p

�
 )یافتن خواستهء سؤال(

حالا نسبت تشابه دو مثلث ADC و ADE را به کمک مورد )3( درس‌نامه می‌نویسیم:

 
AD
DE

DC
AD

x x
 

= Þ = + Þ + = ´16

10

10

16
10

16 16

10

« - »b a b ¾M »n  ¾M »n

�

 Þ + = Þ + = Þ =x x x10
256

10
10 25 6 15 6/ / �

 سؤالی از تشابه که ایدهء آن را به احتمال بسیار زیاد تا به حال ندیده بودید، 
اما دقت کنید که معمولاً اگر در سؤالی صحبت از زاویه‌های برابر بود و خواستهء سؤال طول 
یک پاره‌خط، احتمال این‌که کلید حل سؤال، استفاده از تشابه مثلث‌ها باشد، بسیار زیاد است.

- 27  ٢
١ اگر در شکل مقابل، DE با BC موازی   

باشد، طبق تعمیم قضیهء تالس می‌توانیم بنویسیم:

     
DE
BC

AD
AB

AE
AC= = �

 
a mk
b nk

=
=

ì
í
î

، می‌توانیم نتیجه بگیریم که:� ab
m
n= ٢ از تساوی

٣ مساحت هر متوازی‌الاضلاع برابر است با حاصل‌ضرب طول 
ارتفاع در قاعده‌اش. مثلاً در شکل روبه‌رو داریم:

            S h aABCD = . �
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 )رسم شکل مناسب و تحلیل آن(
همان‌طور که در شکل مقابل می‌بینید؛ AC قطر کوچک 
متوازی‌الاضلاع ABCD است. طبق خواستهء سؤال، از دو سرِ 
 )BD را بر قطر بزرگ )قطر CK و AH این قطر، عمودهای
رسم کرده و امتداد می‌دهیم تا ضلع‌های CD و AB را در I و 

J قطع کنند. الان می‌توانیم بگوییم مثلث BJK )یا DHI( کوچک‌ترین مثلث ساخته‌شده در 
شکل و چهارضلعی AICJ همان متوازی‌الاضلاع کوچکی است که سؤال از آن حرف می‌زند.

)AH و JK پیداکردن رابطهء بین( 
برابر  دو   ،BK و   DH پاره‌خط  دو  سؤال طول  گفتهء  به 
طول HK است که این فرض را در شکل نشان داده‌ایم.

از طرفی JK و AH هر دو بر BD عمودند، پس با هم موازی‌اند و در نتیجه طبق تعمیم قضیهء 
JKAH تالس در مثلث ABH، داریم:

BK
BH

JK
AH

x
x

JK
AH= Þ = Þ =2

3

2

3
)*( �

 
JK y
AH y

=
=

ì
í
î

2

3
طبق مورد )2( درس‌نامه از تساوی )*( نتیجه می‌گیریم که:�

HI و z= 2 اگر همین تالس را در مثلث DKC هم بنویسیم، می‌توانیم نتیجه بگیریم که
KC است. z= 3

 AI ِضلع‌های مقابل به هم ،AICJ در متوازی‌الاضلاع )z و y پیداکردن رابطهء بین( 
 AI CJ y z y z y z= Þ + = + Þ =3 2 2 3 و CJ برابرند، پس می‌توانیم بنویسیم:�

 )محاسبهء خواستهء سؤال(
حالا می‌توانیم خواستهء سؤال را به دست آوریم:

 SS BJK
HK JC

BK JK

x y z

x y

xy
xy

y

(AICJ)
( )

( )( )

( )( )
= ´

´
= + = =

­

1

2

2 3

1

2
2 2

5

2

5

22
2 5= / �

- 28  ۴
 اول شکل مسئله را رسم می‌کنیم، بعد از خاصیت نقطهء همرسی میانه‌ها 

کمک می‌گیریم.

١ همان‌طور که در شکل مقابل   
می‌بینید؛ میانه‌های هر مثلث در نقطه‌ای به اسم مرکز 
ثقل )G( همرس‌اند. این نقطه، هر میانه را به نسبت 2 به 1 

AG
GM

BG
GN

CG
GP= = = 2

تقسیم می‌کند؛ یعنی:�

٢ هر وقت از مرکز ثقلِ مثلث به رأس‌هایش وصل 
این  می‌شود؛  درست  هم‌مساحت  مثلث  سه  کنیم؛ 

یعنی در شکل مقابل داریم:

            S S
ABC

= 1

3
D �

)GBC محاسبهء مساحت مثلث( 
درس‌نامه،   )1( مورد  طبق  است.  مقابل  صورت  به  مسئله  شکل 
CP همدیگر را به نسبت 2 به 1 قطع  = 9 BN و میانه‌های12=
y در شکل  و   x پارامترهای  به کمک  را  این موضوع  می‌کنند که 

نشان داده‌ایم. حالا می‌توانیم بنویسیم:
�

 BN x x x x GB x= Þ + = Þ = Þ = Þ = =12 2 12 3 12 4 2 8 �
 CP y y y y GC y= Þ + = Þ = Þ = Þ = =9 2 9 3 9 3 2 6 �

حالا می‌توانیم مساحت مثلث قائم‌الزاویهء GBC را حساب کنیم:

 S GBGC S
GBC GBC

D D= Þ = ´ ´ =1

2

1

2
8 6 24. �

 )محاسبهء خواستهء سؤال(
1 مساحت مثلث ABC است، پس:

3
،GBC طبق مورد )2( درس‌نامه، مساحت مثلث

 S S S S
GBC ABC ABC GBC

D D D D= Þ = = ´ =1

3
3 3 24 72 �

 خاصیت نقطهء همرسی میانه‌های مثلث، یکی از مهم‌ترین مطالب هندسهء پایه 
است؛ به همین خاطر پیشنهاد می‌کنیم، حتماً درس‌نامهء این سؤال را بخوانید.

- 29  ٣
 اندازهء هر زاویهء ظلّی، نصف اندازهء کمان مقابلش است. 

مثلاً در شکل روبه‌رو داریم:

       
Æ

Æ

M MCA

M MBA

1

2

1

2

1

2

=

=

ì

í
ï

î
ï





�

 )رسم شکل مناسب و تحلیل سؤال(
در شکل مقابل، چهارضلعی ABCD را محاط در دایره و از هر 
رأس آن مماسی بر دایره رسم کرده‌ایم. همان‌طور که می‌بینید، هر 
رأس این چهارضلعی، رأس دو زاویهء ظلی است )مثلاً A، رأس دو 

A2 است(. A1 و زاویهء ظلی
 )محاسبهء خواستهء سؤال(

سؤال به دنبال مجموع همهء زاویه‌های ظلیِ قرمزرنگ در شکل بالا است که برابر می‌شود با:
 Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ ÆA A B B C C D D

1 2 1 2 1 2 1 2
+ + + + + + + �

= 1

2
AD + + + + + + +1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2
AB AB BC BC CD CD AD       �

 = + + + =AD AB BC CD� � � �� ���� ����
�

 ½oÄHj  ®¨

360 �

 اگر به اشتباه، هر رأس را متناظر به یک زاویهء ظلی در نظر می‌گرفتیم؛ خواستهء سؤال را به صورت 
١ می‌افتادیم! 180. این‌جوری در تلهء  « می‌دیدیم که می‌شود Æ Æ Æ Æ ?A B C D1 1 1 1+ + + = «

- 30  ٢
 دایرهء رسم‌شده، یکی از دایره‌های محاطی خارجی مثلث MNP است که 
فرمول محاسبهء شعاع آن را می‌دانیم. برای استفاده از فرمول، نیاز به مساحت مثلث داریم. 
برای محاسبهء مساحت مثلث، اول به کمک داده‌های سؤال طول ضلع‌های مثلث را به دست 

می‌آوریم؛ بعد از رابطهء هرون استفاده می‌کنیم.

١ اگر p نصفِ محیط مثلثی با اضلاع b ،a و c باشد، در این صورت   
S مساحت مثلث برابر می‌شود با: p p a p b p c= - - -( )( )( ) )رابطهء هرون(  �

٢ هر مثلث سه دایرهء محاطی خارجی دارد که هر کدام بر یک ضلع و امتداد دو ضلع دیگر 
مثلث مماس‌اند. در شکل زیر یکی از دایره‌های محاطی خارجی مثلث ABC را کشیده‌ایم. 

زیر  رابطهء  کمک  به  می‌توانیم  را  دایره  این  شعاع 
محاسبه کنیم:

    
r

S

p ABc
ABC

ABC

=
-

¯

D

ôÃd¶  þ~º

W±X¶

�

T¢ هر  C ٣ نکتهء جالبی که در شکل بالا وجود دارد، این است که طول پاره‌خط‌های TC و
 CT CT p= ¢ = دو مساویِ نصف محیط مثلث ABC هستند، یعنی:�

)NP محاسبهء طول( 
دایرهء  همان  مقابل،  شکل  در  سبزرنگ  دایرهء 
طبق  پس  است،   MNP مثلث  خارجیِ  محیطی 

مورد )3( درس‌نامه می‌توانیم بنویسیم: 
�  MT MNP= Þ نصف محیط مثلث = + +

18
15 12

2

NP �
 Þ = + Þ =36 27 9NP NP �
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)MNP محاسبهء مساحت مثلث( 
 NP = 9 ،MP =12 ،MN =15 به طول اضلاع MNP، مثلثی  بگوییم  حالا می‌توانیم 

. حالا با استفاده از رابطهء هرون، مساحتش  15 12 9

2
18

+ + = شد که نصف محیطش می‌شود

 S
MNP

D = - - -( )( )( )( )18 18 15 18 12 18 9 را حساب می‌کنیم:�

 = ´ ´ = ´ = ´ =( )( )( )( )3 2 3 2 3 3 3 2 3 2 54
2 2 6 2 3 �

 )محاسبهء خواستهء سؤال(
حالا که مساحت مثلث MNP را داریم می‌توانیم به کمک مورد )2( درس‌نامه، شعاع دایرهء 

محاطی خارجی‌اش را به دست بیاوریم:
 r

S

p NP rMNP

MNP

=
-

Þ =
-

= =

¯

D
54

18 9

54

9
6

W±X¶ ôÃd¶  þ~º

�

- 31    ۳
این مسئله  در  مسئلهء هرون:   ١  
یک طرف  در   B و   A نقطهء  دو  مقابل  مطابق شکل 
خط d قرار دارند. می‌خواهیم نقطه‌ای مثل M را روی 
خط d پیدا کنیم به طوری که مسیر AMB )همون
AM( کم‌ترین طول ممکن را داشته باشد.  MB+
برای پیدا‌کردن نقطهء M کارهای زیر را انجام می‌دهیم:

A¢ برسیم. )شکل 1(  نقطهء A را نسبت به خط d بازتاب می‌دهیم تا به نقطهء 
A¢ را به B وصل می‌کنیم تا d را در نقطهء M قطع کند. M همان نقطه‌ای است که 

به دنبالش هستیم.

رابطهء همیشه  مقابل(  )شکل  هرون  مسئلهء  در   ٢
این  در  پس  است؛  برقرار   AM MB AB+ = ¢

، « »AM MB+ محاسبهء جای  به  می‌توانیم  مسئله 
» را حساب کنیم. »¢AB

)C رسم شکل مناسب و پیدا‌کردن موقعیت نقطهء( 
C قرار دارند و می‌خواهیم نقطهء d در یک طرف B و A همان‌طور که در شکل زیر می‌بینید؛

که کنیم  انتخاب  طوری  را   d خط  روی 
AC حداقل شود. BC+

طبق مورد )1( درس‌نامه، برای پیدا‌کردن این 
نقطه، اول A را نسبت به d بازتاب می‌دهیم تا 
A¢ را به B وصل می‌کنیم  A¢ برسیم، بعد به
، d را در نقطهء C قطع کند.  ¢AB تا پاره‌خط
C همان نقطه‌ای است که به دنبالش هستیم.

 )تحلیل خواستهء سؤال(
AC را می‌خواهد.  BC+ سؤال حداقل مقدار
طبق مورد )2( درس‌نامه می‌توانیم به جای این 
AB¢ را حساب کنیم.  مجموع، طول پاره‌خط
AH¢ را پیدا کنیم  برای این کار اول باید طول
 ¢ABH تا بتوانیم از قضیهء فیثاغورس در مثلث
 AK عمود ،A استفاده کنیم. برای این منظور از
قائم‌الزاویهء مثلث  در  وارد می‌کنیم.   BH بر  را 
ABK، با استفاده از قضیهء فیثاغورس داریم:

 AK AB BK AHAH AK= - = - = ¾ ®¾¾¾ ¢ =¢ =2 2 2 2
5 4 3 3 �

 )محاسبهء خواستهء سؤال(
AB¢ را به دست می‌آوریم: ، ¢ABH حالا با استفاده از قضیهء فیثاغورس در مثلث

 ¢ = ¢ + = + = + =AB AH BH2 2 2 2 2 2

5

3 6 3 1 2 3 5( )��� �

- 32  ٢
 اگر در مثلث ABC، نیمساز زاویهء BAC را رسم کنید، دو مثلث در شکل 
خواهید داشت که نیمساز یکی از زاویه‌های هر کدام رسم شده‌اند و می‌توانید از روابط نیمساز 

در آن‌ها استفاده کنید.

١ نیمساز داخلی هر مثلث، ضلع مقابلش را به نسبت اضلاع کناری‌اش   
تقسیم می‌کند، این یعنی اگر در شکل مقابل AD نیمساز باشد، 

می‌توانیم بنویسیم:
�

  BDCD
AB
AC=

´À  ßnI¹¨

´À  ßnI¹¨

�

برای محاسبهء طول نیمساز AD هم می‌توانیم از رابطهء زیر استفاده کنیم:
AD ABAC BDCD2 = -. . �

. b nk= a و mk= ، می‌توانیم نتیجه بگیریم که ab
m
n= ٢ از تساوی

 )افزودن پاره‌خط مناسب به شکل(
می‌توانیم  پس   ،BAD DACÆ Æ= 3 گفته سؤال 
باشد.   BADÆ = 3a و  DACÆ = a کنیم فرض 
تا  می‌کنیم  رسم  را   BAC زاویهء  نیمساز  حالا 

داریم صورت  این  در  که  کند  قطع   E در  را   BC

.DAEÆ = a BAEÆ و ( )= + =1

2
3 2a a a

)ACE استفاده از روابط نیمساز در مثلث( 
در مثلث AD ،ACE نیمساز است، پس طبق مورد )1( درس‌نامه داریم:

DE
CD

AE
AC

DE AE DE
AE DE k AE k= Þ = Þ = Þ = =

2 4

1

2
2, �

حالا که طول قطعات AE و DE را برحسب k داریم، از فرمول طول نیمساز استفاده می‌کنیم 
 AD AEAC DECD k k2 2

3 2 4 2= - Þ = -. . ( )( ) ( )( ) تا k به دست آید:�

 Þ = Þ = Þ
= =

= = ´ =

ì

í
ï

î
ï

9 6
9

6

3

2

2 2
3

2
3

3

2

k k
DE k

AE k
�

 )استفاده از روابط نیمساز در مثلث ABC و محاسبهء خواستهء سؤال( چیزهایی را که تا 
این‌جا به دست آوردیم روی شکل مقابل می‌نویسیم. 

در مثلث AE ،ABC نیمساز است، پس:
BE
CE

AB
AC

BE AB= Þ =
7

2

4
)*( �

Þ = Þ
= ¢

= ¢
ì
í
î

BE
AB

BE k
AB k

7

8

7

8
�

k¢ به دست بیاید: این بار فرمول طول نیمساز را در مثلث ABC می‌نویسیم تا

 AE ABAC BECE k k
k

k

2 2

32
49

2

3 8 4 7
7

2
= - Þ = ¢ - ¢

¢
¢

. . ( )( ) ( )( )��� �� ��� ��
�

 Þ = ¢ Þ ¢ = =9
15

2

18

15
1 2

6

5

k k / ( ) / /
/ /

*¾ ®¾
= ´ =
= ´ =

ì
í
î

AB
BE

8 1 2 9 6

7 1 2 8 4
�

بنابراین محیط مثلث ABC برابر می‌شود با:

 ABC AB BC AC
BE EC

D
 ôÃd¶ = + +

¯
+

= + + + =9 6 8 4 3 5 4 25 5/ ( / / ) / �
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 معمولاً سؤال‌هایی که حل آن‌ها نیاز به رسم خط اضافه دارد، سؤال‌های راحتی 
نیستند. اگر چنین سؤال‌هایی برایمان راحت باشد، معمولاً به دلیل این است که سؤال‌های مشابه 
آن را دیده‌ایم و خط اضافهء مورد نیاز را سریع حدس می‌زنیم؛ اما این سؤال از آن‌ها نیست، پس اگر 
نتوانستید حلش کنید، نگران نباشید چون یکی از سخت‌ترین سؤال‌های هندسهء تاریخ کنکور بود!

- 33  ٣

زیر  صورت  به   A
a
d
b

c
=

é

ë
ê

ù

û
ú مثل  2 2´ ماتریس هر  دترمینان   ١  

محاسبه می‌شود:

 
| |A ad bc= -

¯ 

             

    

ÁIÀï¾ÄHnj Joò

Â±ÅH

ÁIÀï¾ÄHnj Joò

  oõ¤                         ÂøoÎ oõ¤

�

٢ در دنیای لگاریتم‌ها، 4 قانون مهم زیر برقرار است:
 log log loga a ab c bc+ =  قانون جمع لگاریتم‌ها:�

 log log loga a ab c b
c- =  قانون تفاضل لگاریتم‌ها:�

 لگاریتم، توانی را که روی عدد جلویش نشسته باشد، به عنوان ضریب به پشت خودش 
 log loga a

mb bm= منتقل می‌کند؛ یعنی:�
a که در آن‌ها عدد به توان لگاریتم می‌رسد، می‌توانیم جای  b clog  در عبارت‌هایی مثل
 a cb bc alog log= a و c را عوض کنیم؛ یعنی:�
٣ دترمینان، عدد داخلش را اول به توان مرتبهء ماتریس می‌رساند، بعد به عنوان ضریب به 
 | | | |k A k An n

n
¯

´ =
jkø

پشت خودش منتقل می‌کند؛ یعنی:�

 )تحلیل خواستهء سؤال(

2 است، پس طبق مورد )3( درس‌نامه  2´ | را می‌خواهد. A یک ماتریس |1

3
A سؤال مقدار

به پشت  عنوان ضریب  به  و  توان 2 می‌رسد  به  دترمینان  داخل   1
3

بگوییم عدد می‌توانیم 
| دترمینان می‌رود.  | ( ) | A | | |1

3

1

3

1

9
2 2

2A A´ = = )*( �

| را حساب می‌کنیم. |A پس برای محاسبهء خواستهء سؤال، در ادامه اول a را ساده می‌کنیم، بعد
)a ساده‌کردن( 

a را به کمک اتحاد مزدوج و ویژگی‌های لگاریتم تا جای ممکن ساده می‌کنیم:
 a = - = +(log ) (log ) (log log )(log25 4 25 4 25

2 2

Z»jq¶  jIdUH

� ���� ���� -- log )4 �

 = ´ = ´log log log( ) log100
25

4

5

2
10

2 2 = ´ =( log ) ( log ) log2
5

2
2 10 4

5

2
1



�

) | |A  )محاسبهء
A را حساب می‌کنیم:

a a

a a
=

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

10 2

5 10

4 2

2 2

حالا به کمک مورد )1( درس‌نامه، دترمینان ماتریس

  | | ( ) ( ) ( )A
a a a a a a a a a

= ´ - ´ = - ´ = -
+

10 10 2 5 10 2 5 10 104 2 2 2 4 2 2

3

4 2 �

a را در تساوی بالا جای‌گذاری می‌کنیم: = 4
5

2
log در ادامه

 | |
( log ) ( log ) log log

A = - = -10 10 10 10

3

4
4

5

2

1

2
4

5

2
3

5

2
2

5

2 �

به جای )log و  ) log5

2

25

4

2

10
= 2 می‌توانیم 5

2
log به جای قانون »پ« درس‌نامه  طبق 

)log را جای‌گذاری کنیم: ) log5

2

125

8

3

10
= 3 می‌توانیم 5

2
log

 | |
log log

A = -10 10
10 10

125

8

25

4 �
در آخر به کمک قانون »ت« درس‌نامه، تساوی بالا را ساده می‌کنیم:

 | |
log log log log

A = - = -

­ ­

10 10
125

8

25

4

10 10
10

1

10

1

125

8

25

4

10 10

= - =125

8

25

4

75

8
�

 )محاسبهء خواستهء سؤال(

بیاید: به دست  تا خواستهء سؤال  تساوی )*( جای‌گذاری می‌کنیم  در  را   | |A = 75

8
حالا

 | | | | ( )1

3

1

9

1

9

75

8

25

24

3

25

A A= = = �

 لگاریتم و دترمینان در کنکورهای قدیمی هم ترکیب شده بودند؛ باز هم ممکن 
است ترکیب شوند. پس لطفاً هیچ وقت قوانین لگاریتم‌ها، جزء مباحث حذفی‌تان نباشد.

- 34  ١
 منظور از »وتری که از کانون بر محور سهمی عمود رسم می‌شود«، همان 

وتر کانونی است.

١ همان‌طور که در شکل مقابل می‌بینید؛   
فاصلهء رأس سهمی از کانون و خط هادی سهمی یکسان است. به 
| نشانش می‌دهیم. |a این فاصله، فاصلهء کانونی می‌گوییم و با

�
x2 وجود داشته باشد، سهمی قائم و در نتیجه دهانه‌اش یا رو به سمت  ٢ اگر در سهمی،
 S h k( , بالاست یا رو به پایین. در چنین سهمی‌هایی اگر مختصات رأس سهمی به صورت(

| باشد؛ معادلهء سهمی مطابق جدول زیر نوشته می‌شود: |a و فاصلهء کانونی

شکل

مشخصات

دهانهء سهمیرو به بالارو به پایین

 (x h) (y k)- = - -2
4a (x h) (y k)- = -2

4aمعادلهء سهمی

٣ مطابق شکل مقابل، اگر از کانون بر محور 
تقارن سهمی یک خط عمود بکشیم تا سهمی 
طول به  وتری  کند،  قطع   B و   A نقاط  در  را 
وتر  آن  به  که  می‌شود  درست   AB a= 4 | |

کانونی می‌گوییم.

 )تحلیل خواستهء سؤال(
4 را به دست بیاوریم؛ پس برای محاسبهء  | |a طبق شفاف‌سازی باید طول وتر کانونی، یعنی

| را پیدا می‌کنیم. |a خواستهء سؤال، در ادامه فاصلهء کانونی یا
 )محاسبهء فاصلهء کانونی سهمی و خواستهء سؤال(

رأسش که  سهمی‌ای  می‌بینید،  مقابل  شکل  در  که  همان‌طور 
) بگذرد، هم می‌تواند افقی باشد  , )-1 1 ) باشد و از نقطهء , )2 2-

و هم قائم. 
این‌جا ما فرض می‌کنیم که سهمی قائم است، پس طبق مورد )2( 

 (x ) (y )- = +2 4 2
2 a درس‌نامه می‌توانیم معادله‌اش را به این صورت بنویسیم:�

) می‌گذرد، پس حق داریم مختصات این نقطه را در معادلهء  , )-1 1 به گفتهء سؤال، سهمی از نقطهء
سهمی جای‌گذاری کنیم:

 ( ) ( )- - = + Þ = Þ = =1 2 4 1 2 9 12
9

12

3

4

2 a a a �
بنابراین خواستهء سؤال برابر می‌شود با:

= طول وتر کانونی = =4 4
3

4
3| a | ( ) �

- 35  ۴
و  



a b× صورت این  در  باشد،   a ،


b و  a بردار دو  بین  زاویهء  اگر   ١  

| به صورت زیر محاسبه می‌شوند: |



a b´

 






a b a b× = | | | | cosa  , | | | | | | sin







a b a b´ = a �
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180 است. ٢ زاویهء بین دو بردار، عددی بین صفر تا

 وقتی بر هم عمودند که ضرب داخلی‌شان صفر شود؛ یعنی


  و


٣ دو بردار ناصفر

 باشد، 
 

��.  باشد. برعکس این موضوع هم درست است؛ یعنی اگر0=
 

��× =0

 بر هم عمودند.


  و


می‌توانیم بگوییم بردارهای

 ساخته می‌شود، برابر است با:


  و


مساحت متوازی‌الاضلاعی که روی بردارهای 

 S = ´| |
 

� � �
 سه تا از قوانین مهم ضرب داخلی و خارجی بردارها را ببینید:

  

a a´ = 0  ضرب خارجی هر بردار در خودش، بردار صفر است، یعنی:�
 ضرب داخلی هر بردار در خودش مساوی مربع اندازهء آن بردار است، یعنی:

   a a a× = | |2 �
 در ضرب خارجی، ترتیب ضرب‌کردن مهم است، اما در ضرب داخلی نه:

 
 





 



a b b a b a a b´ = - ´ ´ = - ´IÄ  و 
 

a b b a× = × �

)


b a و


 )محاسبهء سینوس و کسینوس زاویهء بین بردارهای

|) بر هم عمودند، پس طبق مورد )3(  | | |
)9 7









a
a

b
b

+ |) و | | |
)









a
a

b
b

- 3 به گفتهء سؤال، بردارهای

درس‌نامه می‌توانیم ضرب داخلی‌شان را مساوی صفر بگذاریم:

 (| | | |
).(| | | |

)
















a
a

b
b

a
a

b
b

- + =3 9 7
0 �

 Þ × + × - × -

×

9 7 27 21

2

2

� ��

�
� �
� �

� ��

� �

� � �

a a
a

a b
a b

b a
a b

a a b| |

| | | | | | | | | |

�� ��

�
� �
� �

�

b b
b

a b
a b

b

× = - × - =

| |

| | | | | |

2

2
9

20
21 0 �

 Þ - × = Þ - × =

-
20

12 5 3

5
3













a b
a b

a b a b
| | | |

| | | | �

 


a b. a باشد، در این صورت به جای  برابر


b a و حالا فرض می‌کنیم زاویهء بین بردارهای
. | || | cos



a b a در تساوی بالا می‌توانیم بنویسیم

 - × = Þ - =5 3 5 3
















a b a b a b a b| | | | | | | | cos | | | |a Þ = -cosa 3

5
�

sina را حساب می‌کنیم: ، sin cos2 2
1a a+ = در آخر به کمک اتحاد

  sin ( ) sin sin2 2 23

5
1 1

9

25

16

25

4

5
a a a+ - = Þ = - = Þ = ± �

نتیجه در  و   0 180< <a  درس‌نامه،  )2( مورد  طبق  که  باشد  حواسمان  باید  این‌جا 

 sina = + 4

5
sina است، پس مقدار مثبت سینوس را انتخاب می‌کنیم:� >0

 )محاسبهء خواستهء سؤال(
بردارهای توسط  که  را  متوازی‌الاضلاعی  مساحت  درس‌نامه،   )4( مورد  کمک  به  حالا 

) ساخته می‌شود، حساب می‌کنیم:
| | | |)
3 2








a
b

b
a+ ) و

| | | |)








a
b

b
a- 2

 S a
b

b
a

a
b

b
a= - ´ +| (

| | | |) (| | | |) |
















2 3 2 = + ´ - ´ -

- ´

|
| | | | | | | |

|� � �
� �

� ��

� �
�

� �

0
2 6

0

6

a b
a b

b a
a b

a b

�

 Þ = ´ = ´S a b
a b a b

a b|
| | | |

|
| | | |

| |8 8















�

: | | | | sin



a b a | می‌نویسیم |



a b´ در آخر به جای

 S
a b

a b= = =8 32

5
6 4

4

5

| | | |
( | | | | sin ) /� �
� �
�a �

پرمحاسبه شده‌اند،  بسیار  دوازدهم در کنکورهای جدید   سؤال‌های هندسهء 
به همین خاطر پیشنهاد می‌کنیم با حل سؤال‌های این‌چنینی آمادگی خودتان را بالا ببرید.

- 36    ۳
 x y ax by c2 2

0+ + + + = ١ معادلهء گستردهء هر دایره به صورت  
است. برای به دست آوردن شعاع و مرکز دایره در این معادله، از روابط زیر استفاده می‌کنیم:

 O x y( , )- -
KÄoò KÄoò 

2 2
  ,  r c= + -

¯
( ) ( )q¨o¶ Ï¼ö q¨o¶ Æoø

½joTv¬  â¾²jI÷¶  SMIY  jkø

2 2 �

فقط حواستان باشد، زمانی می‌توانید از رابطه‌های بالا استفاده کنید که در معادلهء گسترده، 
y2 برابر 1 و عدد ثابت، سمت چپ باشد. اگر معادلهء گسترده این‌‌شکلی نبود،  x2 و ضریب

باید چنین شرایطی را خودتان بسازید.
C مماس  O R( , ) ٢ اگر خط d مثل شکل مقابل بر دایرهء
مساوی   d از خط  دایره  مرکز  فاصلهء  بگوییم  می‌توانیم  باشد، 
 OH R= شعاع دایره است:�     

)O و شعاع R به این صورت نوشته می‌شود: , )a b ٣ معادلهء دایره به مرکز
 (x ) (y )- + - =a b2 2 2R �

 برای به دست آوردن معادلهء وتر مشترک دو دایره، کارهای زیر را انجام می‌دهیم:
y2 در معادلهء گسترده‌شان 1 باشد )اگر نبود این کار  x2 و  چک می‌کنیم که ضرایب 

را انجام می‌دهیم(.
 طرفین معادله‌های گسترده را از هم کم می‌کنیم.

 طول نقطه‌های برخورد دو دایره را می‌توانیم در دو مرحله به دست بیاوریم:
 معادلهء وترمشترک دو دایره را پیدا می‌کنیم.

y می‌نویسیم و در معادلهء یکی از  = x +  معادلهء وترمشترک را به صورت 
دایره‌ها، جای‌گذاری می‌کنیم. جواب‌های معادلهء به ‌دست‌ آ‌مده، طول نقاط برخورد دو دایره هستند. 

با جای‌گذاری این جواب‌ها در معادلهء وترمشترک، عرض نقاط تقاطع هم به دست می‌آیند.

 )پیدا‌کردن مرکز دایرهء بزرگ و شعاع دایره‌ها( 
اول شکل فرضی مقابل را می‌کشیم.

 x y x y a2 2
6 2+ + - = سؤال معادلهء دایرهء بزرگ را به صورت

داده است، پس طبق مورد )1( درس‌نامه، مرکزش می‌شود:

 ¢ - - - = -O ( , ) ( , )6

2

2

2
3 1 �

�
فرض می‌کنیم شعاع دایرهء کوچک r باشد، در این صورت چون خط آبی‌رنگ در شکل بالا بر 
 OO¢ OH می‌شود. از طرفی این خط آبی‌رنگ، عمودمنصف r= این دایره مماس است،
¢ از  -O ( , )3 1 OH¢ هم فاصلهء نقطهء OH است. OH r= ¢ = است، پس می‌توانیم بگوییم

y است که برابر می‌شود با: x+ =2 خط0
 ¢ = + -

+
= =´OH | ( ) |

( )

1 2 3

1 2

5

5
5

5

52 2

�

 OH r= = 5 پس شعاع دایرهء کوچک شد:�
از طرفی سؤال می‌گوید، شعاع دایرهء کوچک، نصف شعاع دایرهء بزرگ است؛ پس اگر شعاع 

دایرهء بزرگ را R در نظر بگیریم، می‌توانیم بنویسیم:

 r R R R= Þ = Þ =
2

5
2

2 5 �
)a محاسبهء( 

شعاعش و   ¢ -O ( , )3 1 نقطهء  ، x y x y a2 2
6 2+ + - = دایرهء مرکز  دیدیم  قبلی  گام  در 

تا  می‌نویسیم   x y x y a2 2
6 2 0+ + - - = صورت به  را  دایره  معادلهء  شد.   R = 2 5

بتوانیم شعاعش را به کمک مورد )1( درس‌نامه برحسب a پیدا کنیم:

 
R c= + -( ) ( )q¨o¶  Ï¼ö q¨o¶  Æoø

                             

2 2

                                                          

SSMIY jkø

¯ �

Þ = - + - - ¾ ®¾¾ = + Þ =
+

2 5 3 1 20 10 10
2 2

10

( ) ( )a a a
a

2  ·H¼U

� ���� ���� �

 x y x y2 2
6 2 10 0+ + - - = پس معادلهء دایرهء بزرگ به این صورت می‌شود:�
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)H پیدا‌کردن مختصات نقطهء( 
y است؛ پس برای  x+ =2 ¢OO و خط0 همان‌طور که در شکل گام )H ،)1 نقطهء برخورد
بنویسیم. خط‌المرکزین را   OO¢ معادلهء خط‌المرکزین باید  اول   ،H نقطهء  آوردن  دست  به 
y عمود است، پس شیبشان قرینه معکوس هم است. اگر معادلهء  x+ =2 ¢OO بر خط0

2- است؛ بنابراین  y بنویسیم، می‌بینیم که شیبش x= -2 y را به صورت x+ =2 خط0

¢ می‌گذرد و  -O ( , )3 1 ¢OO از نقطهء . حالا می‌توانیم بگوییم 1
2

¢OO می‌شود شیب خط
1 است، پس معادله‌اش به صورت زیر می‌شود:

2
شیبش

 OO y x¢ - = - -: ( ( ))1
1

2
3 Þ - = + Þ - =y x y x1

1

2

3

2

1

2

5

2
�

تا  می‌آوریم  به دست  را   y x+ =2 و خط0  OO¢ برخورد نقطهء  زیر  دستگاه  با حل  حالا 
مختصات نقطهء H معلوم شود:

 
y x

y x
x x

+ =

- =

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾¾¾ - - =

2 0

1

2

5

2

1

2
2

5

2

Â¹ÃÄIQ @ ÂÄ¯IM Þ - = Þ = -5

2

5

2
1x x �

y جای‌گذاری می‌کنیم تا عرض نقطهء H هم به دست بیاید: x+ =2 x را در خط0 = -1
 y y+ - = Þ =2 1 0 2( ) �

)H شد. , )-1 2 بنابراین مختصات نقطهء H به صورت

 )نوشتن معادلهء دایرهء کوچک‌تر(
را  مرکزش  ولی  می‌دانیم  را  شعاعش  کوچک‌تر  دایرهء  از 
باشد.   O( , )a b مرکزش مختصات  می‌کنیم  فرض  نه؛ 
، خوب به نقطهء H و خط‌المرکزین b a, برای پیدا‌کردن

¢OO در شکل مقابل توجه کنید.

�
 اگر مطابق شکل زیر، M وسط پاره‌خط AB باشد، می‌توانیم بنویسیم:

           M A B= +
2

�

)H، وسط پاره‌خط¢OO است، پس طبق نکتهء بالا می‌توانیم بگوییم: , )-1 2 همان‌طور که می‌بینید

 H O O= + ¢ Þ - = + -
2

1 2
3 1

2
( , ) ( , ) ( , )a b Þ - = - +( , ) ( , )2 4 3 1a b �

 Þ
- = - Þ =
+ = Þ =

ì
í
î

Þ
a a
b b

3 2 1

1 4 3
1 3O( , ) �

حالا که مرکز و شعاع دایرهء کوچک‌تر را داریم؛ می‌توانیم معادله‌اش را به کمک مورد )3( 
 (x ) (y ) ( )- + - =1 3 5

2 2 2 درس‌نامه بنویسیم:�

 Þ - + + - + =(x x ) (y y )2 2
2 1 6 9 5  Þ + - - + =x y2 2

2 6 5 0x y �
 )محاسبهء خواستهء سؤال(

در آخر محل تقاطع دو دایره را طبق مورد )5( درس‌نامه در 2 مرحله پیدا می‌کنیم:
وترمشترک  معادلهء  درس‌نامه   )4( مورد  طبق  دایره:  دو  وترمشترک  معادلهء  پیدا‌کردن   
زیر  صورت  به   x y2 2

2 6 5 0+ - - + =x y و  x y2 2
6 2 10 0+ + - - =x y دایره‌های

به دست می‌آید:
 ( x y ) ( x y )2 2 2 2

2 6 5 6 2 10 0 0+ - - + - + + - - = -x y x y �

 Þ - - + = Þ = - +8 4 15 0 2
15

4
x y y x �

معادلهء در  را   y x= - +2
15

4
حالا دایره‌ها:  از  یکی  معادلهء  در  وترمشترک  جای‌گذاری   

 x برحسب  معادلهء درجه‌2  به یک  تا  x جای‌گذاری می‌کنیم  y2 2
2 6 5 0+ - - + =x y

)طول نقاط تقاطع( برسیم:
 x x x2 2

2
15

4
2 6 2

15

4
5 0+ - + - - - + + =( x ) ( ) )*( �

که شرطی  به   Ax Bx C2
0+ + = درجه‌دوم معادلهء  ریشه‌های  مجموع   

D باشد برابر است با: >0
= مجموع ریشه‌ها - BA �

طبق نکتهء قبلی، برای به دست آوردن مجموع طول نقطه‌های برخورد دو دایره )که همان 
x2 احتیاج داریم، پس دیگر محاسبات  ریشه‌های معادلهء )*( می‌شود(، فقط به ضریب x و

اضافی روی معادلهء )*( انجام نمی‌دهیم:
 x x x2 2

4 15 2 12 0+ - + - + - =( ) x x  �

 Þ - + = Þ - = - - ==5 5 0
5

5
1

2

A B
x B

A 

x  IÀï¾zÄn  Ì¼µ\¶ �
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 به تیکهء اول صورت سؤال توجه کنید:
». ... 2a aa را بین ارقام a و »اگر عدد دورقمی

، یک رقم است، پس: 2a همین‌جا می‌توانیم بگوییم چون
 1 2 9 0 5 4 5 1 2 3 4£ £ Þ £ £ Þ =a a a/ / , , , �
a باشد، دو  = 2 3» a باشد، یک عدد طبیعی، در صورتی که  در صورتی که1=
a باشد، سه عدد طبیعی، a را عاد می‌کند؛ پس حداکثر 3  = 4 عدد طبیعی و در صورتی که

عدد طبیعی a  را عاد می‌کند.

- 38  ١
 اول طرفین معادله را به پیمانهء 124 همنهشت قرار می‌دهیم تا y حذف 
شود؛ بعد با حل معادلهء همنهشتی حاصل، فرم کلی x را به دست می‌آوریم. در آخر به کمک 

فرم کلی x، خواستهء مسئله را حساب می‌کنیم.

b، a( ax و c اعدادی صحیح‌اند.(  by c+ = ١ به معادله‌هایی به شکل  
معادلهء سیالهء خطی می‌گوییم. برای حل‌کردن این معادله‌ها کارهای زیر را انجام می‌دهیم:

 طرفین معادله را به پیمانهء ضریب کوچک‌تر )یا a یا b( همنهشت قرار می‌دهیم تا به 
یک معادلهء همنهشتی برسیم. 

 با حل معادلهء همنهشتی، فرم کلی یکی از مجهول‌ها را به دست می‌آوریم. 
 مجهولِ به‌ دست ‌آمده را در معادلهء سیاله جای‌گذاری می‌کنیم تا مجهول دیگر هم به 

دست بیاید.
a بخش‌پذیر باشند،  ¹0 ٢ اگر طرفین یک همنهشتی به پیمانهء m بر عدد صحیحی مثل
می‌توانیم a را از طرفین همنهشتی ساده کنیم؛ اما باید حواسمان باشد که پیمانه را هم بر

) تقسیم کنیم؛ یعنی: , )a m
 ax ay x y

m
a
m

m
d

º ¾ ®¾¾¾ º¸
=(a , ) d

�

a را می‌توانیم به یک تساوی تبدیل کنیم، ببینید: b
m
º ٣ هر همنهشتی مثل

 a b a mk b
m
º Û = + �

 در قسمت )1( درس‌نامه گفتیم طرفین معادلهء سیاله را به پیمانهء ضریب کوچک‌تر 
همنهشت قرار دهید؛ اما این‌جا سؤال مجموع ارقام کوچک‌ترین عدد طبیعی سه‌رقمی x را 
76 را به جای 76  124 364x y+ = می‌خواهد و اصلاً به y کاری ندارد؛ پس طرفین معادلهء

به پیمانهء 124 همنهشت قرار می‌دهیم تا x را به دست بیاوریم:

 76 124 364 76 240 19 60

0 124

124

124
4

4 124 4

124

4

x y x x+ º Þ º ¾ ®¾¾¾ º

-

¸
=( , ) �

 Þ º

-

19 60

31

31

x Þ - º ¾ ®¾¾¾ - º ¾ ®¾¾ º -¸
=

´ -
12 60 5 5

31
12

12 31 1

31
1

31

x x x( , )
( ) �

کنیم: تبدیل  تساوی  به  می‌توانیم  را  بالا  همنهشتی  درس‌نامه،   )3( مورد  طبق   
 x k= -31 5 �

k به دست می‌آید: = 4 کوچک‌ترین عدد طبیعی سه‌رقمی x به ازای
x = - =4 31 5 119( ) 1 است.� 1 9 11+ + = که مجموع ارقامش برابر

- 39  

) وجود دارد  , )3 1 3 2k k+ + متأسفانه این سؤال غلط است، چون بی‌شمار زوج مرتب مثل
که نه مجموع مؤلفه‌های اولشان مضرب 3 است؛ نه مجموع مؤلفه‌های دومشان.
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را  گراف  اندازهء  و  داشتید  را  گراف  یک  رأس‌های  درجهء  وقت  هر   ١  
= مجموع درجهء رأس‌ها ´2 IÀïÏIÄ jHk÷U

ýHo¬ á½pHkºH

� �� �� می‌خواستید، از رابطهء مقابل استفاده کنید:�

 d(G) =G ٢ کوچک‌ترین عدد بین درجهء رأس‌های گرافِ
 a یک رأس آن باشد، در این صورت بین درجهء رأس a و p یک گراف از مرتبهء G ٣ فرض کنید
 G a G a p ýHo¬  nj táHn  â¾]nj ýHo¬  nj  táHn  â¾]nj       + = -1 G رابطهء مقابل برقرار است:� در G و

 تعداد رأس‌های فرد هر گراف، همیشه عددی زوج است.

تعداد  که  می‌گیریم  نتیجه   ، « »IÀïtáHn  â¾]nj  Ì¼µ\¶  IÀïÏIÄ  jHk÷U

ýHo¬  á½pHkºH

= ´2 � �� �� رابطهء از   

جای  تا  را  عدد 432  کم‌ترین شود؛ پس  درجه‌ها  مجموع  که  می‌شود  وقتی حداقل  یال‌ها 
 432 3 3 3 2 2 2 2= ´ ´ ´ ´ ´ ´ ممکن تجزیه می‌کنیم تا به کوچک‌ترین درجه‌ها برسیم:�
، نمی‌توانند درجهء رئوس یک گراف ساده باشند، چون تعداد رأس‌های فرد  3 3 3 2 2 2 2, , , , , ,

عددی فرد است. )سه تا 3 داره!(
فرد،  تعداد رأس‌های  این‌جوری هم  اضافه کنیم،  بالا  اعداد  به  یه‌دونه 1  داریم  بنابراین حق 
3 :درجهء رأس‌ها 3 3 2 2 2 2 1, , , , , , , عددی زوج می‌شود، هم تعداد یال‌ها حداقل:�
، هشت‌تا  3 3 3 2 2 2 2 1, , , , , , , q(G) را حساب می‌کنیم. در دنبالهء d(G) و  حالا
p است. حالا طبق مورد )3( درس‌نامه  = 8 عدد داریم، پس هشت‌تا هم رأس داریم؛ بنابراین
، باید همهء درجه‌های گراف  G می‌توانیم بگوییم برای به دست آوردن درجهء رأس‌های گراف

p کم کنیم.  - =1 7 G را از

G 7 :درجهء رأس‌های 3 7 3 7 3 7 2 7 2 7 2 7 2 7 1

4 4 4 5 5 5 5 6

- - - - - - - -, , , , , , , �
q هم از مورد )1( درس‌نامه  G( ) )d است. برای محاسبهء )G = 4 همان‌طور که می‌بینید
 G G   ýHo¬  t¼Gn  âââ¾]nj  Ì¼µ\¶  ßýHo¬  â½pHkºH= ´2 کمک می‌گیریم:�

 Þ + + + + + + + = Þ =4 4 4 5 5 5 5 6 2 38 2q G q G( ) ( ) Þ =q G( ) 19 �
q است. G G( ) ( )+ = + =d 19 4 23 بنابراین

�����
- 41  ١

 انبساط طولی یک جسم جامد:

 

D DL L C K

C

= ®a q
↙ ↘

�

�

1

1

( )IÄ I¶j RHoÃÃûU

 KÄoò

Â²¼ö óIvLºH

¾Ã²»H Ï¼ö

( IÄÄ
1
K
)

�

یافته  افزایش   3 mm اندازهء به  میله  طول   ، ( )Dq = 50 50
 C Cدمای افزایش  اثر  در 

است. با جای‌گذاری داده‌ها در رابطهء زیر، طول اولیهء میله را به دست می‌آوریم.

 D D DL L L mm m

K

= ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ ´ = ´= = ´

= ´

- --

-
a q

a
1

3 3 10

1 2 10
1

3 5
3

5
3 10 1 2 10

/
/ LL

1
50´ �

 Þ = ´
´

=
-

-L m
1

3

4

3 10

6 10

5 �
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 در فرایند واپاشی، عدد جرمی و عدد اتمی قبل از فرایند را به ترتیب برابر با 
مجموع عدد جرمی‌ها و مجموع عدد اتمی‌ها پس از فرایند قرار بدهید. با این روش می‌توانید 

عدد جرمی و عدد اتمی هستهء دختر را پیدا کنید.

هلیم  اتم  هستهء  جنس  از  مثبت  باردار  ذرات   ، a پرتوهای  : aa واپاشی  

a با رابطهء زیر بیان  ) هستند و از دو پروتون و دو نوترون تشکیل شده‌اند. واپاشی )
2

4He

 Z
A

Z
AX Y He® +-

-
2

4

2

4 می‌شود:�

Z نشان دادیم(:
AY  ابتدا فرایند این واپاشی را می‌نویسیم )هستهء دختر را با

 
92

238

2

4U Y HeZ
A® + �

است؛  یکسان  فرایند  از  پس  نوکلئون‌ها  تعداد  با  فرایند  از  قبل  نوکلئون‌ها  تعداد   
بنابراین با توجه به فرایند این واپاشی می‌توانیم بنویسیم:

Â¶o]  jkø

ÂµUH  jkø

:

:

238 4 234

92 2 90
90

234
= + Þ =

= + Þ =
ü
ý
þ

Þ
A A

Z Z
Y �

 حاصل این واپاشی است.
90

234Th بنابراین
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 برای تشخیص جهت نیروی مغناطیسی وارد بر ذرهء باردار، از قاعدهء دست 
راست استفاده می‌کنیم. طبق این قاعده، اگر چهار انگشت دست راست را در جهت حرکت 

) قرار بدهیم، به طوری که وقتی آن‌ها  )v ذره
را خم می‌کنیم، در جهت میدان مغناطیسی

شستمان  انگشت  آن‌گاه  بگیرند،  قرار   ( )


B
بار  با  ذره  بر  وارد  مغناطیسی  نیروی  جهت 
) را نشان می‌دهد. توجه کنید که  )



F مثبت
نیروی مغناطیسی وارد بر بار منفی در خلاف 

جهت نیروی وارد بر بار مثبت است.

 به کمک قاعدهء دست راست، چهار انگشت دست راست را در جهت حرکت ذرهء 
باردار )به صورت درون‌سو، داخل صفحه( قرار می‌دهیم، به طوری که 
وقتی آن‌ها را خم می‌کنیم، در جهت میدان مغناطیسی )رو به پایین( 
نیروی  انگشت شست دست، جهت  این صورت جهت  بگیرند. در  قرار 

وارد بر ذره با بار مثبت را نشان می‌دهد.
 با توجه به این‌که ذرهء باردار الکترون است )بارش منفیه(، جهت تعیین‌شده برای نیرو 
را برعکس می‌کنیم. در این حالت جهت نیروی وارد بر الکترون از طرف میدان مغناطیسی 

به سمت راست خواهد بود.
به عنوان   ١ این صورت  نکنیم. در  باردار توجه  به منفی‌بودن ذرهء   کافی است 

جواب نادرست منتظر ما خواهد بود.

- 44  ۴

 برای محاسبهء کار کل در سؤالاتی که از تندی صحبت شده است، از قضیهء 
کار ـ انرژی جنبشی استفاده می‌کنیم.

قضیهء کار ـ انرژی جنبشی: کار کل وارد بر یک جسم در یک جابه‌جایی   
معین، برابر با تغییر انرژی جنبشی آن است.

 

( ) ( / )

( ) (

kg m s

J tW K m v v

 ³o]  ¾Ã²»H  Ák¹U

  ®¨  nI¨  ¬
¯

­

¯
= = -D 1

2
2

2

11

2

­

)

( ) ( / )J m sÂzL¹]  ÁroºH  oÃÃûU ÂÄI¿º  Ák¹U

�

با هم مقایسه  انرژی جنبشی، کار کل در دو مرحله را  از قضیهء کار ـ  با استفاده   
می‌کنیم:

 W K m v v
W m v mv

W m v v
t = = - Þ

= - =

= -
D 1

2

1

2
0

1

2

1

2
4

2

2

1

2
1 1

2 2

1

2

2 1

2

1

2

( )
( )

(( ) ) ==

ì

í
ï

î
ï 1

2
15

1

2m v( )
�

 Þ = =
W
W

m v

mv
2

1

1

2

1

2

1

2
15

1

2

15

( )
�

 حالا کار کل در مرحلهء دوم را به دست می‌آوریم.

 WW
W W JW J2

1

120 2
2

15
120

15 18001= ¾ ®¾¾¾ = Þ == �

 مشابه این سؤال باز هم در کنکور آمده و از کتاب درسی طرح شده است. 
حتماً سؤال‌ها، مثال‌ها، تمرین‌ها و ... کتاب درسی را با دقت بخوانید.
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20 درون گرماسنج قرار دارد؛ بنابراین دمای  C  در ابتدا 600 گرم آب

20 است. C اولیهء گرماسنج هم

تا  مبادله‌شده  گرماهای  جبری  جمع  انرژی،  پایستگی  قانون  طبق   ١  
 Q Q Q

1 2 3
0+ + = رسیدن به حالت تعادل، برابر با صفر است:�

 Þ - + - + - =m c m c m c
1 1 1 2 2 2 3 3 3

0( ) ( ) ( )q q q q q q �
 C mc= ٢ رابطهء بین ظرفیت گرمایی، جرم و گرمای ویژهء ماده:�
گرمای  و   Q2 را گرماسنج  مبادله‌شدهء  گرمای   ، Q1 را آب  گرم   600 مبادله‌شدهء  گرمای 
Q3 در نظر می‌گیریم. طبق قانون پایستگی انرژی، جمع جبری  مبادله‌شدهء 400 گرم آب را
گرماهای مبادله‌شده تا رسیدن به حالت تعادل، برابر با صفر است؛ بنابراین می‌توانیم بنویسیم:

 Q Q Q m c C m c
1 2 3 1 1 1 2 3 3 3

0 0+ + = Þ - + - + - =( ) ( ) ( )q q q q q q
[¹wI¶o¬

�
 Þ ´ - + - + - =0 6 36 20 36 20 0 4 36 80 0/ ( ) ( ) / ( )c C c

JA [¹wI¶o¬ JA
�

 Þ + - = Þ = -9 6 16 17 6 0 16 17 6 9 6/ / / /c C c C c c
JA [¹wI¶o¬ JA [¹wI¶o¬ JA JA

�
 Þ = Þ =16 8 0 5C c C c

[¹wI¶o¬ JA [¹wI¶o¬ JA
/ �

 
c J

kg K C J K
JA

[¹wI¶o¬

=
¾ ®¾¾¾¾¾ = =

4200

0 5 4200 2100
. / ( ) / �
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 x x

2 1
5- = ±  معادلهء مکان ـ زمان دو متحرک را بنویسید و ببینید معادلهء

چند جواب دارد.

با سرعت ثابت بر روی خط  ١ معادلهء مکان ـ زمان متحرک در حرکت   
راست:

 

( )

( / )

m

m s

x v t x

¾Ã²»H  ·I§¶

 Søow

= +
¯

­

0 �

٢ معادلهء مکان ـ زمان متحرک در حرکت با شتاب ثابت بر روی خط راست:

 
x t t xa v

m s m s

= + +
¯

1

2

2

00

2



( / ) ( / ) JIT{  ¾Ã²»H  Søow

�

 با توجه به شکل روبه‌رو، معادلهء مکان ـ زمان 
هر دو متحرک را می‌نویسیم.

 x v t x x tv m s
x m1 1 01

8

0 1
1

01

8= + ¾ ®¾¾¾ ==
=
/ �

 x a t v t x x tv m s
x m a m s2 2

2

02 02

0

7 2
2

21

2

1

2
202

02 2
2

= + + ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = ´=

= =

/
, /

++ = +7 7
2t �

 برای این‌که ببینیم فاصلهء دو متحرک از یکدیگر چند بار 5 متر می‌شود، باید ببینیم 

 x x t t
2 1

2
5 7 8 5- = ± Þ + - = ± x چند جواب دارد:� x

2 1
5- = ± معادلهء

 Þ
- + = Þ = =

- + = Þ = + = -

ì
í
ï

î

t t t s t s

t t t s t s

2

1 2

2

3 4

8 12 0 2 6

8 2 0 4 14 4 14

,

( ) , ( )ïï
�

چهار ریشهء مثبت داریم، پس فاصلهء این دو متحرک از یکدیگر، چهار بار به 5 متر می‌رسد.
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5 از حرکت  s 2 دیرتر از گلولهء A رها شده است، پس وقتی s ،B گلولهء 

3 در حرکت بوده است. s ،B می‌گذرد، گلولهء A گلولهء

 معادلهء مکان ـ زمان در سقوط آزاد بدون سرعت اولیه )جهت مثبت y را رو 
به پایین فرض کردیم(:

 

( /

( )

m s

m

y g t y

2

1

2

2

0

) yºHo¬  JIT{

 ¾Ã²»H  ·I§¶

= +
­

¯
�

t را به  s
1

5= 5 حرکت می‌کند. جابه‌جایی گلولهء A تا لحظهء s  گلولهء A به مدت
دست می‌آوریم )در تمام مراحل جهت مثبت y را رو به پایین و مکان اولیهء گلوله‌ها را صفر در 

y نظر گرفتیم(. gt y y mg m s
t s y m1 1

2

0

10

5 0 1

21

2

1

2
10 5 125

2

1 0

= + ¾ ®¾¾¾¾¾ = ´ ´ ==
= =

/
, ( ) �

5 از حرکت گلولهء A می‌گذرد،  s 2 دیرتر از گلولهء A رها شده است، پس وقتی s ،B گلولهء
دست  به  را   t s

2
3= لحظهء تا   B گلولهء  جابه‌جایی  است.  بوده  حرکت  در   3 s ،B گلولهء 

y می‌آوریم. gt y y mg m s
t s y m2 2

2

0

10

3 0 2

21

2

1

2
10 3 45

2

2 0

= + ¾ ®¾¾¾¾¾ = ´ ´ ==
= =

/
, ( ) �

3 از حرکت  s ( A 5 از حرکت گلولهء s  حالا فاصلهء دو گلوله را در لحظه‌ای که
 y y m

1 2
125 45 80- = - = گلولهء B( می‌گذرد، محاسبه می‌کنیم.�
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١ تندی متوسط: نسبت مسافت طی‌شده به مدت‌زمان.  

 s tav
m
s

= ®
®



D
( )
( )

 SÎIv¶

 ·I¶pïRk¶

�
٢ مساحت محصور بین نمودار سرعت ـ زمان و محور t در یک 
بازهء زمانی، بیانگر مسافت طی‌شده توسط متحرک در آن بازهء زمانی 
است. مثلاً در نمودار سرعت ـ زمان روبه‌رو، مسافت طی‌شده توسط 

t2 به صورت زیر است: متحرک در بازهء زمانی صفر تا
�

 
t S
t t
1 1 1

2 1

 IU  oÿÅ  ÂºI¶p  â½pIM  nj  ½k{ïÂö  SÎIv¶

 IU  

:  =

ÂÂºI¶p  â½pIM  nj  ½k{ïÂö  SÎIv¶: 
2 2

=
ü
ý
ï

þïS
�

 Þ = + = +t S S
2 1 2 1 2

 IU  oÿÅ  ÂºI¶p  â½pIM  nj  ½k{ïÂö  SÎIv¶ :    �

به  را   t s
2

13= تا  t s
1

3= زمانی بازهء  در  متوسط متحرک  تندی  این‌که  برای   
دست بیاوریم، به مسافت طی‌شده در این بازهء زمانی نیاز داریم. مسافت طی‌شده در این بازهء 

نمودار  بین  محصور  مساحت  از  استفاده  با  را  زمانی 
سرعت ـ زمان و محور t می‌توانیم به دست بیاوریم. در 
، S1نمودار سرعت ـ زمان روبه‌رو، مجموع مساحت‌های
زمانی بازهء  در  طی‌شده  مسافت  با  برابر   S3 و  S2
این  محاسبهء  برای  است.   t s

2
13= تا  t s

1
3=

از  استفاده  با  را   v
13

و  v3 مقادیر باید  مساحت‌ها، 
تشابه مثلث‌های متشابه پیدا کنیم.

 v v m s3
3

4 3

16

12 4
2

-
=

-
Þ = / �

 | | /v v m sv13 0

13
16 13

16

16 12
1213

-
=

-
¾ ®¾¾ = -< �

S3 را که برابر با مسافت طی‌شده  S2 و ، S1حالا می‌توانیم مجموع مساحت‌های 
t است، محاسبه کنیم. s

2
13= t تا s

1
3= توسط متحرک در بازهء زمانی

  = + + = ´ + ´ + + - = + + =S S S m
1 2 3

2 1

2

16 8

2

16 12 13 12

2
1 64 14 79

( )( ) �

t را به دست  s
2

13= t تا s
1

3=  در آخر، تندی متوسط متحرک در بازهء زمانی

 s t m sav = =
-

=

D
79

13 3
7 9/ / می‌آوریم.�

٢ می‌رسید.  اگر سرعت متوسط متحرک را به دست بیاورید، به گزینهء نادرست 
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t2 برابر با v1 و در لحظهء t1 برابر با ١ اگر سرعت متحرکی در لحظهء  
v2 باشد، آن‌گاه شتاب متوسط آن از رابطهء زیر به دست می‌آید.

 

( / )

( )

m s

s

ava
v
t

v v
t t

 Søow  RHoÃÃûU

  ·I¶pïRk¶

= =
-
-

­

¯

D
D

2 1

2 1

�
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٢ معادلهء سرعت ـ زمان در حرکت با شتاب ثابت بر روی خط راست:

 

( / )

( / )

m s

m s

v a t v

2

0

 JIT{

 ¾Ã²»H  Søow

= +
­

¯ �

ثابت  با شتاب  ٣ نمودار سرعت ـ زمان متحرکی که 
بر روی خط راست حرکت می‌کند، به صورت یک خط 

راست است.

�

S¿]  nj  ¥odT¶

.k¹¨ïÂ¶  S¨oe    n¼d¶

S¿]  ý°i  nj  ¥odT¶

.k¹

x

¨̈ïÂ¶  S¨oe    n¼d¶

·I¶p  @  Søow  nH

x

v

v

>
¬ ¾¾¾

<
¬ ¾¾¾

ü

ý

ï
ï

þ

ï
ï

0

0 jj¼µº nj  

 ابتدا اطلاعاتمان را راجع به دو متحرک A و B کامل می‌کنیم. نمودار سرعت ـ زمان 
دو متحرک A و B به صورت یک خط راست است، پس حرکت این دو متحرک از نوع حرکت با 
شتاب ثابت است. با توجه به نمودار سرعت ـ زمان آن‌ها، شتاب متحرک A را محاسبه می‌کنیم.

 a a v
t

v v
t t a m sA av AA

= = =
-
-

Þ = - -
-

=D
D

2 1

2 1

20 20

10 0
2

( ) / �

حالا که شتاب حرکت A را حساب کردیم، معادلهء سرعت ـ زمان آن را نیز می‌نویسیم:

 v a t v v tA A A
a m s
v m s A
A
A

= + ¾ ®¾¾¾¾¾ = -=
=-0

2

20

2

0

2 20
/
/ �

معادلهء سرعت ـ زمان متحرک B را نیز می‌نویسیم:

 v a t v v a tB B B
v m s

B B
B= + ¾ ®¾¾¾¾¾ = -=-

0

320 32
/ �

 t s= 6 لحظهء در  آن‌ها  سرعت   ،B و   A متحرک  دو  زمان  ـ  سرعت  نمودار  به  توجه  با 
؛ بنابراین با استفاده از معادلهء سرعت ـ زمان آن‌ها می‌توانیم  ( )v vA B= یکسان شده است
 v v t a tA B B= Þ - = -2 20 32 بنویسیم:�

 t s
B B Ba a a m s=¾ ®¾¾ - = - Þ = Þ =6 2

2 6 20 6 32 6 24 4( ) / �

 شتاب متحرک B را هم پیدا کردیم. حالا به سراغ سؤال می‌رویم! سؤال راجع به بازهء 
در خلاف جهت هم   B و   A متحرک  دو  که  است  زمانی 
حرکت می‌کنند، پس باید این بازهء زمانی را پیدا کنیم. با توجه 
به شکل )الف(، سرعت متحرک B در لحظهء t صفر می‌شود و 
 x در این لحظه تغییر جهت داده و در جهت محور B متحرک
به حرکت خود ادامه می‌دهد. با استفاده از معادلهء سرعت ـ زمان 

متحرک B، لحظهء t را به دست می‌آوریم.
� v t t t sB

v m sB= - ¾ ®¾¾¾ = - Þ ==
4 32 0 4 32 8

0 / �
 همان‌طور که در نمودار سرعت ـ زمان دو متحرک A و B می‌بینید )شکل الف(، 
، متحرک B در جهت محور x و متحرک A در خلاف  ¢ =t s10 t تا s= 8 در بازهء زمانی
جهت محور x حرکت می‌کند، پس در این بازهء زمانی این دو متحرک در خلاف جهت هم 
حرکت می‌کنند. حالا برای این‌که ببینیم فاصلهء این دو متحرک در این بازهء زمانی چگونه 
t با استفاده از معادلهء مکان ـ  s= 8 تغییر می‌کند، ابتدا مکان هر یک از آن‌ها را در لحظهء

زمان آن‌ها به دست می‌آوریم.
 x a t v t xA A A A= + +1

2

2

0 0
�

 a m s v m s
x m A

A A
A

x t t t t= =-
=¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ = - = -2 20

0

2 2
2

0

0

1

2
2 20 20

/ , / ( ) �

 t s
Ax m=¾ ®¾¾ = - = - = -8 2

8 20 8 64 160 96( ) �

 x a t v t xB B B B= + +1

2

2

0 0
�

 a m s v m s
x m B

B B
B

x t t t t= =-
=¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ = - = -4 32

0

2 2
2

0

0

1

2
4 32 2 32

/ , / ( ) �

 t s
Bx m=¾ ®¾¾ = - = - = -8 2

2 8 32 8 128 256 128( ) ( ) �

t را بر روی محور x نشان دادیم.  s= 8 در شکل )ب(، موقعیت این دو متحرک در لحظهء
96- و در حال حرکت در خلاف جهت  m A در مکان همان‌طور که می‌بینید، متحرک 

 -128 m محور x و متحرک B در مکان
 x محور  جهت  در  و  داده  جهت  تغییر 

شروع به حرکت می‌کند.
¢ به دست می‌آوریم. =t s10  حالا مکان دو متحرک A و B را در لحظهء

 x t t x mA
t s

A= - ¾ ®¾¾ ¢ = - = -¢=2 10 2
20 10 20 10 100( ) �

 x t t x mB
t s

B= - ¾ ®¾¾ ¢ = - = -¢=
2 32 2 10 32 10 120

2 10 2( ) ( ) �
¢ را بر روی محور x نشان دادیم.  =t s10 در شکل )پ(، موقعیت این دو متحرک در لحظهء
96- به مکان m 10 متحرک A از مکان s 8 تا s همان‌طور که می‌بینید، در بازهء زمانی
120m- جابه‌جا شده‌اند. با توجه به  128- به مکان m 100m- و متحرک B از مکان
 x 8 در جهت محور m ،B و متحرک x 4 در خلاف جهت محور m ،A شکل )پ(، متحرک

در این بازهء زمانی جابه‌جا شده‌اند. پس 
هم  به   ( )8 4 12+ = m مجموع در 

نزدیک شده‌اند.
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3 در نظر بگیریم. 14/ p را 1 به ما آلارم می‌دهد که مقدار 57/  عدد

دایره‌ای  حرکت   ،r شعاع  به  دایره‌ای  روی  بر  که  متحرکی  تندی   ١  
یکنواخت انجام می‌دهد، از رابطهء زیر به دست می‌آید.

 ( / )
( )
( )

m s
m
s

v r
T Ák¹U 

 ÌI÷{

 ½n»j

¬
®
®

= 2p �

 a v
rc =
2

٢ اندازهء شتاب مرکزگرا:�
٣ حاصل‌ضرب جرم جسم در سرعت آن را تکانهء جسم می‌گوییم.

 
 p mv= �

است  1 57/ s آن تناوب  دورهء  پس  می‌زند،  دور  یک   1 57/ s هر در  گلوله   
. با جای‌گذاری داده‌ها در رابطهء زیر، تندی گلوله را به دست می‌آوریم. ( / )T s=1 57

 v r
T v m sr m

T s= ¾ ®¾¾¾¾¾ = ´ ´ == =
=

2 2 3 14 2

1 57
8

3 14 2

1 57

2

1

p p / ,
/

/
/

/ �

 حالا می‌توانیم اندازهء شتاب مرکزگرا را محاسبه کنیم.

  a v
r a m sc

v m s
r m c= ¾ ®¾¾¾ = ==
=

2
8

2

2
28

2
32

/ / ٣ و  پرَ( ( �

 در مدت نصف دوره، گلوله نیم دور می‌زند و جهت سرعت آن 
قرینه می‌شود. با توجه به شکل روبه‌رو، اندازهء تغییرات سرعت گلوله در 

نصف دوره را به دست می‌آوریم.
 D D
   v v v v v v m s= - - = - Þ = = ´ =2 2 2 8 16| | / �

 حالا اندازهء تغییر تکانهء گلوله در مدت نصف دوره را محاسبه می‌کنیم.

 | | | | | | / / ./
| | /D D DDp m v p kg m

s
m kg
v m s= ¾ ®¾¾¾¾ = ´ ==

=
0 05

16
0 05 16 0 8 �
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 شکل آسانسور، فنر و وزنه را رسم کنید و نیروهای وارد بر وزنه را مشخص 

کنید. سپس با استفاده از قانون دوم نیوتون، طول ثانویهء فنر را به دست بیاورید.

 
(

( )

N
m

meF k

)o¹Î  SMIY

 o¹Î  Ï¼ö  oÃÃûU=
­

®D
١ اندازهء نیروی کشسانی فنر:�

 ( ) ( / )

( )

N m s

kg

netF ma }²Ii  Á»oÃº  JIT{

 ³o]

¬
¯

®= 2 ٢ قانون دوم نیوتون:�
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یک شکل مناسب رسم می‌کنیم و نیروهای وارد بر وزنه را 
نیوتون،  دوم  قانون  از  استفاده  با  سپس  می‌کنیم.  مشخص 
طول ثانویهء فنر را به دست می‌آوریم )جهت مثبت y را رو 

به بالا فرض کردیم(:
 F ma F mg manet e= Þ - = - �

 F ke k m g a=¾ ®¾¾¾ = -D D

 ( ) �

 k N m a m s
m kg g m s
= =

= =
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = - Þ =400 2

3 10

2

2
400 3 10 2

24/ , /
, /

( )D D 

4400
0 06 6= =/ m cm �

 D  

 

= -¾ ®¾¾¾¾ - = Þ =2 1

2 2
42 6 48 cm �
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١ بیشینهء نیروی اصطکاک ایستایی:
 

cõw  »  ´v]  ¸ÃM  ÂÄITvÄH  ¥I§õÅH  KÄoò

 cõ

f Fs s N

N

,max

( )

=
­

¯
m

ww  Áj¼µø  Á»oÃº

�

٢ نیروی اصطکاک جنبشی:
 
f Fk k N=

¯
m

cõw  »  ´v]  ¸ÃM  ÂzL¹]  ¥I§õÅH  KÄoò

�

 47 5/ cm  در حالت اول، وقتی طول فنر به
می‌رسد، جسم شروع به حرکت می‌کند؛ بنابراین جسم 
در این لحظه در آستانهء حرکت است. با استفاده از قانون 
و  جسم  بین  ایستایی  اصطکاک  ضریب  نیوتون،  دوم 
سطح را در این حالت به دست می‌آوریم )شکل )الف((.

�
 F ma F fnet

a m s
e s

F k
f F mg

e
s s N s

= ¾ ®¾¾¾ - = ¾ ®¾¾¾¾= =
= =

0
2

0
/

,max ,max

D
m m¾¾¾¾ �

 k mgsD = m k N m cm m
m kg

= = - = = ´
=

-
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾400 47 5 40 7 5 7 5 10

5

2/ , / / /D �

 400 7 5 10 5
30

5

2´ ´ = ´ ´ Þ =-/ m ms sg g �

 47 5/ cm نیز دوم  حالت  در  فنر  طول   
است، با این تفاوت که جسم در این حالت با شتاب ثابت 
حرکت می‌کند. چون جسم در حال حرکت است، پس 
نیروی اصطکاک وارد بر جسم از نوع نیروی اصطکاک 
جنبشی است؛ بنابراین با استفاده از قانون دوم نیوتون 

می‌توانیم بنویسیم )شکل )ب((:

 F ma F f manet
a m s

e k= ¾ ®¾¾¾ - ==2 2/ �

 F k
f F mg k

e
k k N k

k mg ma=
= =¾ ®¾¾¾¾¾¾ - =D D

m m m �

 k N m m
m kg k g= = ´

=
--

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ ´ ´ - ´ ´ =400 7 5 10

5

2
2

400 7 5 10 5 5
/ , / /D m ´́2 �

 Þ = Þ =5 20
20

5
g gk km m �

ضریب  به   ( )ms ایستایی اصطکاک  ضریب  نسبت  یعنی  سؤال،  خواستهء  آخر  در   
) را به دست می‌آوریم. )mk اصطکاک جنبشی

 
m
m
s

k

g

g

= =

30

5

20

5

3

2
�
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 مساحت محصور بین نمودار نیروی خالص 
و محور t در یک بازهء زمانی، برابر با اندازهء تغییرات تکانه در 
زمان  بر‌حسب  نیروی خالص  نمودار  اگر  است.  زمانی  بازهء  آن 
 t باشد، تغییرات تکانه مثبت و اگر پایین محور t بالای محور
باشد، تغییرات تکانه منفی است. مثلاً در نمودار نیروی خالص 
 t2 برحسب زمان روبه‌رو، تغییرات تکانه در بازهء زمانی صفر تا

: به صورت مقابل است.

 IU

IU oÿÅ ÂºI¶p á½pIM nj ¾ºI§U RHoÃÃûU

ÂºI¶p á½pIM  

t
t t
1 1 1

2 1

Dp S=

nnj ¾ºI§U RHoÃÃûU:Dp S
2 2

= -

ü
ý
ï

þï
�

 Þ t2 D :تغییرات تکانه در بازهء زمانی صفر تا D Dp p p S S= + = -
1 2 1 2

�

با  برابر   S3 و  S2 ، S1مساحت‌های مجموع   
 t s

2
5= تا  t s1 1= زمانی بازهء  در  تکانهء جسم  تغییر 

دست  به  را  مساحت‌ها  این  مجموع  بنابراین  است؛ 
 Dp S S S= - + +

1 2 3 می‌آوریم.�

= - ´ + ´ + ´ =2 1 2 1 1 3 3
kg m
s
. �

از  استفاده  با  را   t s
2

5= تا  t s1 1= بازهء زمانی تغییرات سرعت جسم در   حالا 
تغییر تکانهء آن در این بازهء زمانی محاسبه می‌کنیم.

 D D D Dp m v v v m s= Þ = Þ =3
500

1000
6 / �

 در آخر، شتاب متوسط جسم در این بازهء زمانی را به دست می‌آوریم.

 a v
t m sav = =

-
=D

D
6

5 1
1 5

2/ / �
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 باید طول موج امواج صوتی گسیل‌شده توسط تار یعنی طول موج در 

هوا را حساب کنیم.

 رابطهء بین طول موج، تندی انتشار موج، دورهء تناوب موج و بسامد موج:

 

( / )

( ) ( )

m s

m s
v
f vT

 Z¼¶  nIzTºH  Ák¹U

 Z¼¶  Ï¼ö  J»I¹U  â¬ ®

­

¯

= =l ½½n»j

 k¶IvM( )Hz

�

وقتی موجی از یک محیط وارد یک محیط دیگر می‌شود، بسامد آن ثابت می‌ماند. با توجه 
به این‌که در صورت سؤال گفته نشده که طول موج صوت هماهنگ چندم را می‌خواهیم، ما 

صوت اصلی را در نظر می‌گیریم.
 l l= ¾ ®¾¾¾¾¾ = = ==

=

v
f m cmf Hz

v m s
R¼Å

R¼Å

500

340

340

500
0 68 68/ / �

تذکر: در صورت سؤال باید گفته می‌شد که صوت هماهنگ چندم مد نظر است. اگر صوت 
هماهنگ دوم مد نظر طراح بود، طول موج صوت گسیل‌شده به صورت زیر به دست می‌آمد.

 f f nf
ÂU¼Å  Z¼¶ ¾µza

= = 1  n
f Hz f Hz=

=¾ ®¾¾¾¾ = ´ =2

5001

2 500 1000
ÂU¼Å  Z¼¶

�

 l = = = =v
f m cm340

1000
0 34 34/ �
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 کدام بسامد از بسامدهای تشدیدی تار نیست، یعنی کدام بسامد مضرب 

درستی از بسامد اصلی نیست.

از  بسته، مضارب درستی  انتها  تار مرتعش دو  بسامدهای تشدیدی   ١  
بسامد اصلی تار هستند.

 
( )

( )

Hz n

Hz

nf n f³ÔH   ª¹ÀIµÀ  ÁkÄkzU  k¶IvM

 (Â±ÅH)  Ï»H  ª

¬
¯

= 1

¹¹ÀIµÀ   ÁkÄkzU  k¶IvM

�
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٢ در تار مرتعش دو انتها بسته، اختلاف دو بسامد تشدیدی متوالی برابر با بسامد تشدیدی 
 f f fn n+ - =1 1 هماهنگ اول است.�

 بسامد اصلی تار را با استفاده از اختلاف دو بسامد تشدیدی متوالی به دست می‌آوریم.
 f f f f Hzn n1 1 1

280 240 40= - Þ = - =+ �
 بسامدهای تشدیدی تار دو انتها بسته باید مضارب درستی از بسامد اصلی تار باشند؛ 
40Hz نیست، نمی‌تواند بسامد تشدیدی تار باشد. 60Hz چون مضرب درستی از بنابراین بسامد

n = =80

40
2 � ٢n = =160

40
4 �٣n = =320

40
8 �

 مبحث بسامدهای تشدیدی تار مرتعش دو انتها بسته، جزء مباحث پرتکرار 
کنکورهای اخیر است. این مبحث ساده را از دست ندهید.
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 از روی نقش موج می‌توانیم دامنه و طول موج را به دست بیاوریم:

1 5 45 30/ l l= Þ = cm �

�

را  نقاط  فاصلهء  که  مقابل  شکل   
برحسب طول موج نشان می‌دهد، به خاطر بسپارید.

�

طول  موج،   y x- نمودار به  توجه  با   
موج و دامنهء موج را پیدا می‌کنیم )شکل )الف((.

 3
2

45 30 0 3l l= Þ = =cm m/ �

A mm m= = ´ -
2 2 10

3

�
 حالا دورهء تناوب موج را محاسبه می‌کنیم.

 l l= ¾ ®¾¾¾ = ´ Þ ==
=vT T T sm
v m s

0 3

4
0 3 4

3

40

/
/ / �

 مسیر حرکت ذرهء M را با توجه به نکتهء زیر بررسی می‌کنیم.

باشد، هر ذره در  به سمت راست  انتشار موج  ، وقتی جهت  y x- نمودار  در 
راستای قائم به سمت ذرهء قبل از خود )سمت چپ خود( حرکت می‌کند.

با توجه به نکتهء بالا، ذرهء M به سمت بالا حرکت 
می‌کند )شکل )ب((. بازهء زمانی را برحسب دورهء 
دورهء  که  کنید  )توجه  می‌آوریم  دست  به  تناوب 
ذرات  از  یک  هر  تناوب  دورهء  با  برابر  موج  تناوب 

طناب است(.

�

 

t s

t s s t
T t T T T

1

2

0

0 05
1

20

1

20

3

40

2

3

2

3 2 6

=

= = Þ = = Þ = = +

ì

í
ï
ï

î
ï
ï

/ D D �

 مدت‌زمانی که طول می‌کشد تا نوسانگر 

 A
2 هماهنگ ساده از انتهای پاره‌خط نوسان به فاصلهء

T است.
6 از انتهای پاره‌خط نوسان برسد، برابر با

با توجه به نکتهء قبلی، مسافت طی‌شده توسط ذرهء M را در بازهء زمانی 
داده‌شده، محاسبه می‌کنیم )شکل )پ((.

  = + = ¾ ®¾¾¾=
2

2
2 5

2A A A A mm/ �

  = ´ ´ = ´- -
2 5 2 10 5 10

3 3/ m m �
�

به  را   t s
2

0 05= / تا  t s
1

0= زمانی بازهء  در   M ذرهء  متوسط  تندی  آخر،  در   
دست می‌آوریم.

 s t s m sav
m

t s av= ¾ ®¾¾¾¾ = ´ == ´
=

--




D D
5 10

0 05

33 5 10

0 05
0 1/ / / / �
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 اختلاف تراز شدت دو صوت:

 

( )

( / )
( /

log

dB

W m
W

I
I

1

2

2 1
2

1

10
2

 R¼Å  Rk{  pHoU

 R¼Å  Rk{b b
¯

­ ®

®
- =
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dB

2
1
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)
( )

 R¼Å  Rk{

 R¼Å  Rk{  pHoU

�

با توجه به رابطهء اختلاف تراز شدت صوت داریم:

 b b b b
A B

A

B

dB A

B

I
I

I
I

A B- = ¾ ®¾¾¾¾¾ =- =
10 11 5 10

11 5log / log/ �

 Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾ + ´ =
= + ´

1 15 1
1

2
0 3

1 15 1
1

2
0 3

/ log ( / ) log
/ ( / )I

I
I
I
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B

A

B
�

 1 10
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2
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1

2
2 10 2

1

2
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log
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

I
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 مقدار بیشینهء انرژی پتانسیل کشسانی همان انرژی مکانیکی است.

١ انرژی مکانیکی نوسانگر هماهنگ ساده:  

 

( )

( )

( )

kg

Hz

mE mf A

 ³o]

k¶IvM

 ¾¹¶Hj=
­

¯
®2 2 2 2p �

E است. U K K U= = = +max max در رابطهء بالا
٢ معادلهء مکان ـ زمان نوسانگر هماهنگ ساده:

 

( / )

( )

cos

rad s

m

x A t f

 ÁHï¾Ä»Hp  k¶IvM

 ¾¹¶Hj

»= =
¯

­
w w p2 �

 انرژی مکانیکی نوسانگر هماهنگ ساده را به دست می‌آوریم.

 E K U E K E E K
U U E

= + ¾ ®¾¾¾¾¾ = + Þ =
= =1

2

1

2

2 2

max �

 k J E E J=¾ ®¾¾¾ = Þ =0 1 2 2
2

2
0 1 0 2

/ / /p p p �
 با جای‌گذاری داده‌ها در رابطهء زیر، دامنهء نوسان را محاسبه می‌کنیم.

 E mf A m g kg
f Hz E J

= ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = ´= =

= =
2 0 2 2 0 1

2 2 2 100 0 1

20 0 2

2 2

2
p p p

p

/
, /

/ / ´́ ´( )20
2 2A �

 Þ = Þ = =A A m2 1

400

1

20
0 05/ �

 در آخر، معادلهء مکان ـ زمان نوسانگر هماهنگ ساده را با توجه به فرم کلی معادلهء 
مکان ـ زمان نوسانگر هماهنگ ساده می‌نویسیم.

 x A t x tA m
f rad s= ¾ ®¾¾¾¾¾¾ ==

= =cos / cos/
/w pw p p

0 05

2 40
0 05 40 �
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منتقل  پایین‌تر  مدار  به  بالاتر  مدار  از  هیدروژن  اتم  در  الکترونی  وقتی   
می‌شود، موج الکترومغناطیسی تابش می‌کند. طول موج این موج الکترومغناطیسی از رابطهء 

1 مقابل به دست می‌آید. 1 1

2 2l
=

¢
- > ¢R

n n
n n( ) , �
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